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Aufgabe 13 (12 Punkte) Sei D = D' x D, cC C" ! x C ~ C" ein Polyzylinder und
sei f eine Funktion, welche auf einer Umgebung von D definiert ist. Angenommen f ist
holomorph in einer Umgebung von D’ x bD,,, und fiir jedes feste 2z’ € D" ist f..: D,, — C,
for(zn) == f(2', 2n), holomorph. Zeigen Sie, dass f auf D’ x D,, holomorph ist.

Aufgabe 14 (36 Punkte) Sei D = D' x D,, CC C"! x C ~ C" ein Polyzylinder,
sei f holomorph in einer Umgebung von D und nehme an, dass fiir A := {f = 0} gilt
AN[D xbD,] =0.

(a) Zeigen Sie, dass ein k € N existiert, so dass fiir jedes 2z’ € D' die Funktion f,, :=
f(#, zn): D,, = C genau k Nullstellen hat (mit Vielfachheiten gezéhlt).

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Rouché.

(b) Seien ay(2'),. .., ax(2’) die (nicht notwendig paarweise verschiedenen) Nullstellen von
fr. Zeigen Sie, dass fiir jedes m € N die Funktion

pmlay, ... a) = Za?

Jj=1

holomorph aud D’ ist.
Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass fiir U C C offen, a € U und f,g € O(U) gilt

f/
g_

f
wobei ord, f die Ordnung von f in a bezeichnet. Benutzen Sie anschlieffend den Residuen-
satz, um das folgende Integral zu berechnen:

Res,[g—~] = g(a) ord, f,

— dc.
2mi Jyp, ~ f2(C)
(c) Es ist
k
H(Z" —aj(2)) = 2F+ (2N o 4 e() auf D
j=1
mit wohldefiniereten Funktionen ¢;: D" — C, j =1,..., k. Zeigen Sie, dass alle Funktio-

nen c¢; holomorph sind.



Hinweis: Sie diirfen die folgende Konsequenz aus den Newton-Identititen aus der Algebra
benutzen: Ist

on(Xt, LX) = Y Xy X,

1< <<jm<k

das m-te elementarsymmetrische Polynom in k Variablen, und ist

k
Pn( X1y, X)) = ZXJm
=1

die m-te Potenzsumme in k Variablen, so gibt es fiir jedes m = 1,... k ein Polynom
Qm € Z[ Xy, ..., Xg] mit

(d) Zeigen Sie, dass eine nullstellenfreie Funktion ¢ € O(U) existiert, so dass
f(2)=(GE+ () + -+ a(d)g(z) auf D.
Hinweis: Betrachten Sie zundchst die auf D\ A holomorphe Funktion
60(2) = f(2)(z + er()ay ™+ a(#) 7

Verwenden Sie den Riemannschen Hebbarkeitssatz in Dimension n = 1 und Aufgabe 9.
(Die Verwendung des Riemannschen Hebbarkeitssatzes in Dimensionn > 1 wdre natirlich
auch maoglich, aber dieser Satz wird erst in der kommenden Woche in der Vorlesung
bewiesen. )



