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Aufgabe 1 (12 Punkte) Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie, dass X genau dann
hausdorffsch ist, wenn die Diagonale ∆ := {(x, x) ∈ X ×X : x ∈ X} abgeschlossen ist.

Aufgabe 2 (12 Punkte) Seien X := C \ {±1} und Y := C \ {π
2

+ kπ : k ∈ Z}.
(a) Zeigen Sie, dass sin : Y → X eine Überlagerung ist.

(b) Seien u, v : [0, 1]→ X die Wege

u(t) = 1− e2πit

v(z) = −1 + e2πit.

Seien w1 : [0, 1] → Y die Liftung von u · v mit w1(0) = 0 und w2 : [0, 1] → Y die Liftung
von v · u mit w2(0) = 0. Zeigen Sie, dass

w1(1) = 2π und w2(1) = −2π.

Folgern Sie, dass die Fundamentalgruppe π1(X) nicht abelsch ist.

Aufgabe 3 (12 Punkte) (a) Zeigen Sie, dass

tan: C→ P1

ein lokaler Homöomorphismus ist.

(b) Zeigen Sie, dass tan(C) = P1 \ {±i} und dass

tan: C→ P1 \ {±i}

eine Überlagerung ist.

(c) Sei X := C \ {it ∈ C : t ∈ R, |t| ≥ 1}. Zeigen Sie, dass für jedes k ∈ Z genau eine
holomorphe Funktion arctank : X → C existiert mit

tan ◦ arctank = idX und arctank(0) = kπ.

Bitte Wenden



Aufgabe 4 (12 Punkte) Berechnen Sie die Automorphismengruppe Aut(D) der Ein-
heitskreisscheibe D = {z ∈ C : |z| < 1}. Zeigen Sie dazu die folgenden Aussagen:

(i) Ist f ∈ Aut(D) mit f(0) = 0, so gibt es ein λ ∈ [0, 2π) mit

f(z) = eiλ · z ∀ z ∈ D.

(ii) Zeigen Sie, dass für jedes z0 ∈ D die Abbildung

fz0(z) :=
z − z0
1− z̄0z

einen Automorphismus der Einheitskreisscheibe mit fz0(z0) = 0 definiert.

(iii) Folgern Sie, dass

Aut(D) =
{
f : D→ D : f(z) = eiλ

z − z0
1− z̄0z

für ein λ ∈ [0, 2π) und ein z0 ∈ D
}
.


