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Aufgabe 1 (24 Punkte) Sind f,g € C[z] so verstehen wir im Folgenden unter der

Funktion 5: P! — P! immer die holomorphe Erweiterung von %: C\g¢g'(0) - C im

Sinne von Aufgabe 4 auf Ubungsblatt 1.

(a) Seien z;,y, € P!, 1 < j < n, 1 <k < m, endlich viele fest gewihlte Punkte in P*
und sei

frP A\ {2y, 2 =PI\ {1, Yt
ein Biholomorphismus zwischen den Riemannschen Flichen X := P!\ {zy,...,z,} und

Y :=P"\{y1,...,Ym}. Zeigen Sie, dass sich f zu einer biholomorphen Abbildung F': P! —
P! fortsetzt; insbesondere ist m = n und f({z1,...,2,}) = {y1, ..., Yn}

Hinweis: Argumentieren Sie zundchst, dass man oBdA annehmen kann oo & {y1,...,Ym}-
Betrachten Sie hierfiir zu fest gewdhltem a € Y die Abbildung h: P! — P gegeben durch
h(z) = 2.

(b) Zeigen Sie, dass

Aut(P') = {h: P' P : h(z) = Zifl wobei a,b, ¢,d € C mit ad — be # 0}.
(c) Berechnen Sie die folgenden Automorphismengruppen:
1. Aut(C).
2. Aut(C).

3. Aut(P'\ {a, b, c}), fir beliebig vorgegebene Punkte a, b, c € PL.

Aufgabe 2 (12 Punkte) Seien w;,ws € C linear unabhéngig tiber R und I' := Zw; +Zws.
Eine meromorphe Funktion f: C — P! heiit doppelt periodisch beziiglich T, falls

fz4w)=f(z) firallez€e Cundw €T

Es bezeichne w: C — C/T" die kanonische Projektion. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

1. Ist f: C — P! eine beziiglich I doppelt periodische meromorphe Funktion, so gibt
es genau eine meromorphe Funktion F': C/T' — P! mit f = F o .

2. Ist F: C/T — P! meromorph, so ist die Abbildung f := F o 7 eine beziiglich T
doppelt periodische meromorphe Funktion.

BiTTE WENDEN



Aufgabe 3 (12 Punkte) Sei ' C C ein Gitter. Dann ist die Weierstrafische p-Funktion

definiert durch: . .
-2 5 (Y

2
Jemioy \ET Y7

(a) Zeigen Sie, dass diese Reihe konvergiert und eine holomorphe Abbildung C/T" — P!
induziert.

(b) Sei f eine beziiglich I doppelt periodische meromorphe Funktion, deren Polstellen-
menge mit [" iibereinstimmt, und welche die folgende Laurentreihenentwicklung in einer
Umgebung des Ursprungs besitzt:

o0

f(z) = Z ez, wobei c_o =1,c_, = ¢y = 0.

h=—2
Zeigen Sie, dass f = p.
Aufgabe 4 (24 Punkte) Scien I' := Zw; + Zwy und 17 := Zw| + Zw!, zwei Gitter in C,
d.h. w; und wy bzw. W} und w) sind R-linear unabhéngig. Zeigen Sie:

I =T"+<= JA€eSL2,Z) : (‘“J}) = A (“’1)

(a) Seien I' und I'" zwei Gitter in C und es gebe eine Konstante ¢ € C* derart, dass
tI’ C IV. Zeigen Sie, dass die Abbildung C > z — tz € C eine holomorphe Abbildung
C/T' — C/I" induziert, welche genau dann biholomorph ist, falls tI" = I".

(b) Zeigen Sie, dass jeder Torus T'= C/I" biholomorph auf einen Torus der Form C/(Z
tZ) mit Im(t) > 0 abgebildet werden kann.

(c) Seien T'=C/(Z +tZ) und T" = C/(Z + t'Z) zwei Tori mit Im(¢) > 0 und Im(¢') > 0.
Zeigen Sie, dass es eine biholomorphe Abbildung 7" — T” gibt, falls

a b at +b
= SL(2,Z) : t' =
(C d)e 2.2) ct+d




