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Aufgabe 1 (Folgen und Reihen)

()
(b)

()

(2 P) Wie lautet das Cauchy-Kriterium fiir Reihen?

(3 P) Uberpriifen Sie die Folge ¢;, := +2§n) n € N, auf Konvergenz. Was sind ihre
Haufungswerte?
(5 P) Seien zwei Folgen (an)nen und (by)nen derart gegeben, dass lim dn . qg>0

n—o0 n

oo o0
gilt. Zeigen Sie, dass Zan genau dann konvergiert, wenn an konvergiert.

n=1 n=1

o0
Lésungen zu Aufgabe 1  (a) Eine Reihe Zan ist genau dann konvergent, wenn es fiir jedes

n=1

€ > 0 einen Index N gibt, so dass fiir alle m > k > N gilt:

m
>_an
n==k

<e€

1 P Voraussetzungen + 1 P Aussage = 2 Punkte

Fiir n gerade ist

2-4m  2.2%0

Cn = =2

22n T 92n
Fiir n ungerade ist ¢, = 0. Damit hat (¢,,), mindestens die Haufungswerte 0 und 2 und
konvergiert daher nicht.

Angenommen, es gibe einen weiteren Haufungswert a. Dann existiert eine Teilfolge (¢, )
von (¢p)n, die gegen a konvergiert. Diese muss unendlich viele gerade oder unendlich
viele ungerade Folgenglieder besitzen. Im ersten Fall muss dann @ = 2 und im zweiten
Fall @ = 0 gelten. Daher sind 0 und 2 die einzigen Haufungswerte.

1 P: Haufungswert 0
1 P: Hiufungswert 2
1 P: Begriindung: 0 und 2 einzige Hiufungswerte

Da der Quotient a,, /b, gegen q konvergiert, gibt es einen Index Ny mit

an, q q Qp, q
S _g<s & o< l-og<o
’bn al <y 250, 1573

fiir alle n > Ny. Nach Umstellen bedeutet das

a 3q

3
<i<? = %bn<an<?qbn<3an

N[



fur alle n > Np.

[e.9]
Ist nun Z by, konvergent, gibt es nach dem Cauchy-Kriterium zu einem beliebigen € > 0

n=1

einen Index N1 > Ny, so dass fiir alle m > k > N; gilt:

m
—e < Z b, < €.
n=k
Mit den oberen Ungleichungen folgt:
3¢ g _ax < 3¢ 3¢
—Se<—5e< sz” <D an < ?an <5
n=k n=~k n=k

Also

<e€

2 m

oo

Nach dem Cauchy-Kriterium konvergiert auch Z an. Die andere Implikation beweist man
n=1

analog.

2 P: Abschatzungen fiir a,, /b, und Grenzwert q

1 P: Abschatzungen durch Cauchy-Kriterium

1 P: Kombination beider Abschatzungen

1 P: Andere Implikation



Aufgabe 2 (Funktionenfolgen)

(a)

(b)
()

(3 P) Geben Sie eine Folge (pn)nen von Polynomen p,, an, die gleichmaBig auf kompakten

Intervallen [—p, o] gegen die Sinusfunktion konvergiert.
2

(2 P) Berechnen Sie lim "% fiir festes x € R.
n—oo 1 + n2gt

TZQSU

(5 P) Bestimmen Sie groBtmagliche Intervalle, auf denen f,,(z) := 12t

gleichmaBig

konvergiert.

00 2k+1
Lésungen zu Aufgabe 2 (a) Laut Definition ist sin(x) = Z(—l)kﬁ mit Konvergenz-
k=0 ’
radius R = oo. Wir wahlen daher
@ i( v p2k+1
Pnl(T) = -1 Y]
— (2k + 1)!

Nach einem Satz aus der Vorlesung konvergiert die Folge (p,), gleichmaBig auf allen
kompakten Intervallen [—p, o].

1 P: Reihendarstellung Sinus (Punktweise Konvergenz)
1 P: Polynomfolge angeben
1 P: GIm. Konvergenz begriinden

Sei
’I’lQLU T

(1 Punkt): Fir z = 0 gilt: f,(0) = 0 fiir alle n. Daher ist lim f,(z) = 0.

n—o0

. I oz 1
(1 Punkt): Fiir x # 0 gilt: nh_)n;o fn(z) = pr il
Da aus der gleichmaBigen Konvergenz die punktweise Konvergenz folgt, miissen wir
priifen, wo (f,)n gegen f gleichmiBig konvergiert, wobei nach Teil (b):

o) = Jim s ={ 220

Nun ist f nur stetig auf R\ {0}. Daher vermuten wir gleichmaBige Konvergenz auf
[a, +00) oder (—oo, —al] fiir ein festes a > 0.
Sei nun z € [a,+00) fiir ein festes a > 0. Dann ist

fu(2) — f(@)] n’x 1 nz? — 1 — n2zt
) — flzx)|=|——— — =| =
" 1+n2zt 23 x3(1 + n2a?)

1 1

"~ 2P+ n22h) = a¥(1+ n2a?)
1
Da (M)neN eine Nullfolge ist, die nicht von x abhdngt, finden wir zu jedem
e > 0 einen Index N, so dass fiir alle z € [a,400) und n > N gilt:
[fu(z) = f(2)] <e
Analog gilt dieselbe Eigenschaft fiir auf (—oo, —a.
1 P: Grenzwert f angegeben
2 P: Differenz | f,(z) — f(z)| angegeben
1 P: Differenz durch Nullfolge abgeschétzt
1 P: Kriterium fiir glm. Konvergenz richtig angeschrieben



Aufgabe 3 (Differentiation)

(a) (2 P) Sei f: (a,b) — R eine invertierbare, differenzierbare Funktion. Was ist die Ab-
leitung ihrer Umkehrfunktion? Berechnen Sie mit dieser Formel die Ableitung der n-ten

Wurzel g(y) = /y.
(b) (3 P) Berechnen Sie li{% e “log(x) und lim e *log(x).

T—00

(c) (5 P) Bestimmen Sie die Extremstellen der Funktion
fTR=R, f(z)=zlx+1e”
Was sind Brf f(z) und Er_n f(x)? Skizzieren Sie den Graphen von f iiber [—2,3].
Losungen zu Aufgabe 3  (a) Nach einem Satz aus der Vorlesung gilt fiir die Ableitung der Um-

kehrfunktion f~1 an der Stelle yo = f(x¢) die Formel

1y _ 1 _ 1
U0 w0) = 51000 = 7o)

Sei f(z) = 2™ Dann ist f/(z) = nz"!. Damit ist

‘o) 1 1 11,
g y = — = = —yn
”(W)n ! nyk% n

1 P: Satz
1 P: Ableitung von n-te Wurzel durch Formel

(b) I Punkt: Es ist

lim e~ log(z) = —
lim ¢ log(a) = oo,

da e’ =1 und lime "1 = —00.
ae un xl{‘%e og(z) 00

2 Punkte: Es ist mit der Regel von de I'Hospital:

1 1 1
lim e *log(xz) = lim o(2) = lim [z = lim — =0

T—00 r—o00 eT r—oo et r—o00 ret

(c) 1. Fall: In zp = —1 hat f ein lokales Maximum, da f(—1) = 0 und f(x) < O fiir alle
z € (—2,0), z # —1.

2. Fall: Ist z > —1, so ist f(x) = z(z + 1)e™® = (2% + 2)e~*. Dann berechnen wir
fliz)=Q2z+1)e®— (2> +2)e = (-2 +x+1)e®
= (22 —x—1)e"

Notwendige Bedingung: Es ist f'(x) = 0 genau dann, wenn 22 —x — 1 = 0 bzw.

1 1 1++v5 1 1 1++5
T 2+ 4+ 5 un o 5 4+ 5

Hinreichende Bedingung I: Wir berechnen

f'(x)=(—2c+1)e®— (2 +z+1e®=(-2c+1)e ™ — fl(x)e®

= (2% = 3x)e™”



Dann ist f"(x1) = (—2z1 + 1)e™® = —v/5e 21 < 0, da f'(x1) = 0 ist.
Es liegt in 1 = HT‘/E

AuBerdem ist f”(x3) = (=22 4 1)e™*2 = V5e ™ > 0, da f/(x2) = 0 ist.

1-v6
2

ein lokales Maximum vor.

Es liegt in zo = ein lokales Minimum vor.

Hinreichende Bedingung Il: Der Vorfaktor —2% + = + 1 ist eine nach unten gedffnete
Parabel, die in beiden Stellen x5 < 1 verschwindet, d.h. links von x ist sie positiv und
rechts davon negativ. Die erste Ableitung f’ hat also einen Vorzeichenwechsel von + nach
- nahe x1. Dort muss daher ein lokales Maximum vorliegen. Fiir x5 liegt aus dhnlichen
Griinden ein lokales Minimum vor.

3. Fall: Ist x < —1, so ist f(x) = —x(x + 1)e~*. Dann ist

P() = (@ =z = 1)

Notwendige Bedingung: Es ist f'(x) = 0 genau dann, wenn 22 — 2 — 1 = 0, also x1 und

9 wie oben. Da aber 1 > x2 > —1 sind, gibt es links von —1 keine Extremstellen.

Es sind
lim f(z)= lim z(z+1)e*=0

Tr—-+00 r—r—+00

und

lim f(z)= lim —z(z+1)e* = -0
T——00 T—>—00

nach einem Satz aus der Vorlesung.
Der Graph sieht wie folgt aus:

1 Punkt: xqg = —1 lokales Maximum

2 Punkt: x1 = (14 +/5)/2 lokales Maximum (Notw. + Hinr. Bed.)
2 Punkt: 2o = (1 —/5)/2 lokales Maximum (Notw. + Hinr. Bed.)
1 Punkt: Limiten

1 Punkt: Graph



Aufgabe 4 (Integration)

(a) (2 P) Wie lautet der Mittelwertsatz der Integralrechnung?
(b) (3 P) Berechnen Sie das nachfolgende Integral.

1
L :/ z?log v/ dx
0

b dzx
L= [ —*
2 /e xlog(x)?

Lésungen zu Aufgabe 4 (a) Seien f, ¢ : [a, b] — R stetige Funktionen und ¢ > 0. Dann existiert
ein £ € [a,b], so dass

(c) (3 P) Bestimmen Sie:

[ 1o ar =1 [ o) ao

1 Punkt Voraussetzung + 1 Punkt Aussage = 2 Punkte

(b) In z = 0 ist log = nicht definiert. Daher schreiben wir

1 1 !
1
Il—/o x21og\/§da;—ii\%/s xQIOg\/de—Qii{%/s 2*log(z) d

AnschlieBend l6sen wir mit partieller Integration:

! 1 1 ' 1
2 — 2|3 _ 3. =
/5 f, log(z) dx = 3[3; log(m)] . /E 3% 2 dx

r=

-~ \7/ \,.//
1 3 1ty e3log(e) 1 3

— Z(0—¢&31 = dop = — =50 21—
50— log(e)) 3/5 a” dx 3 o —¢%)

Fiir € \( 0 erhalten wir:
1 1 1
Il = — . —_— —_ —_—
o (-5) =

1 Punkt: Formel angewendet: Partielle Integration
1 Punkt: Richtiges Zwischenergebnis im Integral
1 Punkt: Grenzwert/Endergebnis

(c) Zuerst schreiben wir:
R
dx
I, =1 _—.
27 phe . z(log(z))?

t = z und dz = e'dt und erhalten

B d RN et [t Lyles? 1
/e z(log(z))? _/1 ett? _/1 2 [_ ﬂt:l ~ logR

Fir R — oo erhalten wir:

Wir substituieren mit ¢t = log(z), e

I =1.

1 Punkt: Korrekte Anwendung der Substitutionsregel
1 Punkt: Stammfunktion
1 Punkt: Grenzen eingesetzt + korrekt ausgerechnet



