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Ubungen zur Analysis 1, WiSe 2016/17

Blatt 13

Hinweis:

e Die Aufgaben auf diesem Blatt werden nicht bewertet. Die Punkte dienen nur zur Orien-
tierung fiir Sie selbst.
e Sie werden im Tutorium in der letzten Vorlesungswoche besprochen.

e Beachten Sie, dass alle Themen der Vorlesung klausurrelevant sind, also auch die Inhalte
dieses Blattes.

e Die Struktur des Blattes ahnelt der der Klausur, nicht aber die Themen und der Schwie-
rigkeitsgrad, der etwa dem der bisherigen Ubungen entspricht.

e Sie miissen die Beweise, die in der Vorlesung vorgestellt wurden, nicht auswendig lernen.
Allerdings miissen logisch schliissig argumentieren konnen, d.h. kleinere Beweise fiihren
miissen. Das trainieren Sie am besten, wenn Sie einige Beweise nacharbeiten.

Aufgabe 1 (Uneigentliche Integrale, 24345 Punkte)

(a) Seiena € R, b € RU{+o0} und f : [a,b) — R eine Funktion. Unter welchen Vorausset-

zung und auf welche Art ist f;f(x)dx sinnvoll definiert?
> logt
(b) Berechnen Sie/ 2—% dt.
1

, dass fir m,n > 0 gilt:

(c) Zeigen Sie mit Hilfe der Substitution ¢ = i
1+2

1 o] m—1
= [ o tar= | 2 g

Berechnen Sie 3(m,n) fir m,n € N.

Losungen zu Aufgabe 1

(a) Fiir alle a < ¢ < b muss f auf [a, c] integrierbar sein. Dann setzen wir

/abf(w)dx - li}rll)/(lcf(x)dx.

(b) Wir substituieren mit ¢ = e* = ¢(x). Dann sind ¢'(z) = e

. lim ¢(log R) = oo und
R—o0

©(0) = 1. Das Integral lautet dann

<] Ry e ()
/ %t dt = lim / %t dt = lim / &@ o' (z)dx
1 t R—oo J1 T R—o00 J,—1(1) o(z)



log R log R
= lim = e’ dr = lim ze T dx
R—o0 0 (& r R—o0 0

Letzteres I6sen wir mit partieller Integration:

log R log R loc R
/ ze T dr = — [;Ee_x] log i —l—/ l-e?de=— 081t _ [e_ﬂlogR
0 0

z=0 R z=0

log R 1
= — 11— —
R + R

> logt ) log R 1
——dt=1 — 1-—=)=1
/1 t? Rgléo( R * R>

Als Nebenrechnung und nur als Nebenrechnung kann man folgende einfachere Bezeichungen
verwenden, um seine Substitution zu priifen:

Insgesamt gilt also:

Wir wollen ¢t = e® substituieren und berechnen zunichst dt(t) = 1 und dz(e®) = €*, d.h.
1-dt = e*dx. Fiir die Grenzen iiberlegen wir, wann 1 = €% und co = e* gelten. Dann erhalten
wir

t=¢", dt = e"dx, 1=¢", oo = e,

was wir nur noch einsetzen missen:

> logt “~ logt > Jog e”
[t [Tt g [T ey,
1t o 1 o (e%)
(c) Sei g(x) = x/(1 + x) = t. Dann sind ¢g(0) = 0 und li_>rn g(x) = 1. Ferner sind ¢'(z) =
1/(1+z)?und 1 —t = .

xT

Also ist . R
/ "1t tdt=lim [ ™A at
0 R, Jg
i [ g — g () d
= 11m X — X X X
L . g g g

_R_ m—1 n—1
- 1
= lim o 35 1-— :C ——dx
R J 1+ 1+ (1+x)?

e pmel 0o m—l
= lim ———— dx :/ ———— dx
R J (1 + x)mtn o (1+x)mtn

1
1
Ist n = 1, so ist f(m,1) = / t™ 1 dt = —. st n > 1, so benutzen wir die Formel

0 m
t" ="~ —¢"=1(1 — t) und partielle Integration, um den rekursiven Zusammenhang

n—1 n—1

B(man) = m B(man_ 1) -

p(m,n),

bzw. S(m,n) = n:—l;zl—lﬁ(m’n — 1) zu erhalten. Daraus folgt iterativ bzw. induktiv
B (n—1)(n—2) B
Blm.n) = (n+m—1)(n+m—2)ﬁ(m’n_2) B
_ (n—1)(n-2)...-1 B(m 1)‘(m—l)!:(n—l)!(m—l)'
' (n+m—1)(n+m—2)...-(m+1)H{_/(m—l)! (m+n—1)!



Aufgabe 2 (Reihen und Integrale, 2+5+3 Punkte)

(a) Wie lautet das Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen?

o
1
(b) Zeigen Sie, dass nz:l lj—gZQ konvergiert.
<1 ! 1
(c) Berechnen Sie/ ngde. Vergleichen Sie hierfijr/ 8L mit/ 8L
0 1 +x 0 1 + 332 1 1 + 332
Losungen zu Aufgabe 2
[e.e]
(a) Sei f :[1,400) — R4 eine monoton fallende Funktion. Dann gilt, dass Zf(n) genau
o n=1
dann konvergiert, wenn / f(x) dx konvergiert.
1
>, log(n)
(b) Nach Aufgabe 1 Teil b) und dem Integral-Vergleichskriterium konvergiert die Reihe g2 ,
n=1 n
log(x) : . . .
da —5— auf [e,c0) monoton fallend ist (betrachte dazu z.B., wo die Ableitung dieser Funk-
X [e.e]
1 1 1
tion negativ ist). Da 0 < 105_(2; < Oign) fiir alle n > 1 ist, konvergiert die Reihe ; 1Oi(zg

nach dem Majorantenkriterium fiir Reihen.

: o , < logz .
(c) Wir substituieren im Integral T2 mit z = 1/t und erhalten:
1 x

< ] 1 ogt
/ Oy’mz—/ 08t
L 1+22 o L+

> logx U log > logx
dr = d ——dzr = 0.
/0 122" /0 1+ 22 x+/1 1+22 "

Aufgabe 3 (GleichmiaBige Konvergenz, 2+3+5 Punkte)

Damit ist

(a) Was verstehen wir unter gleichmaBiger Konvergenz einer Funktionenfolge f, : K — R,
wobei K C R eine Menge ist?

(b) Sei fn(z) =
(fn)neN-

(c) Bestimmen Sie groBtmagliche Intervalle, auf denen (f,,)nen gleichmiaBig konvergiert.

Tr o Berechnen Sie den punktweisen Grenzwert der Funktionenfolge
x

Losungen zu Aufgabe 3

(a) Sei K C R eine Menge und f,, : K — R, n € N, eine Funktionenfolge. Dann konvegiert
(fn)n gleichmaBig gegen eine Funktion f : K — R auf K, falls fiir jedes ¢ > 0 esein N € N
gibt, so dass |f,(x) — f(x)| < e fur allen > N und x € K.

(b) Ist |z| > 1, so ist h_}m fu(x) = 0. Fir |z| < 1 ist h_)m fn(x) = 1. Und fir |z| = 1 ist
n—oo n—oo
fn(x) = 1/2 fiir alle n € N. Somit konvergiert (f,), punktweise gegen die Funktion

0, |z| > 1
fl@)y=¢ 1, |z[ <1
1/2, |z|=1



(c) Da f unstetig auf R ist, kommen nur die Intervalle (—oo, —al, [—a,a] und [a,+o0) fiir
0 <a < 1in Frage.

Fiir z € (—o0, —a| erhalten wir

ot ot
- 1+1:2n 1+(_a)2n - 1_|_a2n'

| fn(z) = O]

Da (1/(14 a®"))nen eine Nullfolge ist, kann N so groB gewihlt werden, dass 1/(1 +a?") < e
fir alle n > N bei beliebigem ¢ > 0. Da N unabhingig von z ist und nur von a abhingt,
konvergiert f,, auf (—oo,a] gleichmiBig gegen die Nullfunktion.

Analog gilt das auf dem Intervall [a, +00).
Sei nun = € [—b,b] mit 0 < b < 1. Wir betrachten die Differenz

x2n b2n

< 2n
14220 — 14020

[fn(z) = 1] =

Da (b®"),en eine Nullfolge ist, kann N so groB gewihlt werden, dass b*" < ¢ fiir alle n > N
bei beliebigem ¢ > 0. Da N unabhingig von x ist und nur von b abhéngt, konvergiert f, auf
[—b, b] gleichm&Big gegen die konstante Funktion 1.

Aufgabe 4 (Taylor-Entwicklung, 24345 Punkte)

(a) Was verstehen wir unter einer Taylorreihe?
(b) Wie ist die Taylorreihe von arctan : R — R im Entwicklungspunkt g =0 ?

(c) Wie ist der Konvergenzradius dieser Reihe? Konvergiert die Reihe dort gegen arctan ?

Losungen zu Aufgabe 4

(a) Sei f : (a,b) — R beliebig oft differenzierbar. Dann ist die Tayloreihe von f um den

> £(n)
Entwicklungspunkt xo € (a,b) die Reihe Z fi('xo)(z —x0)".
~  nl
(b) Sei f(z) := arctan(z). Wir berechnen die ersten 5 héheren Ableitungen von f:
1 2 6% — 2 242% — 24z
! _ " _ =~ " _ ot e (4) . ans T e
Fo=rre FO=—grap FO=rep M@= "1a

4 2
(14 22)5

Damit erhalten wir:

=1 f0)=0 f10)=-2 fY0)=0 fO0)=2
Wir stellen fest, dass die geraden Ableitungen in Null verschwinden. Fiir die ungeraden Ablei-
tungen vermuten wir die Formel f("+1)(0) = (=1)"(2n)!.

Das miisste man an dieser Stelle induktiv beweisen, was je nach Funktion leicht ist, oder aber
sehr aufwendig wie in unserem Fall, denn man miisste fiir arctan im Grunde eine Formel fiir
die n-te Ableitung herausfinden.

Wir umgehen diesen Schritt geschickt durch folgenden Trick und den Erkenntnissen aus der
Vorlesung:

Zunichst setzen wir

. = (_1)71 2n+1
G(z) .:ZQn+1x .
n=0

4



Wir wollen beweisen, dass dies gerade die Reihendarstellung von arctan nahe Null ist. Nach

einem Satz aus der Vorlesung folgt dann, dass die Potenzreihendarstellung der Taylorreihe
entspricht.

Nach dem Kriterium von Cauchy-Hadamard konvergiert die Potenzreihe G auf (—1,1), da der

Konvergenzradius gleich 1 ist. Innerhalb des Konvegenzintervalls (—1,1) kdnnen wir G ableiten
und erhalten

1
! _ n,.2n __ _pl
G(«’U)—HE:O(—U T —m—f@")
Sei nun h := G — f. Dann verschwindet die Ableitung von h auf ganz (—1,1). Somitist h = ¢
konstant, wobei ¢ € R. Da h(0) = 0 ist, muss ¢ = 0 sein. Aber dann gilt G = f auf (—1,1).
Der arctan hat also in Null die Potenreihendarstellung G und muss dort mit der Taylorreihe
Ty iibereinstimmen, also Ty = G' = arctan auf (—1,1).



