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Aufgabe 1 Untersuchen Sie die folgenden Punktfolgen auf Konvergenz und geben Sie
im Falle der Konvergenz auch den Grenzwert an.

(a) z, € R* mit z,, = (£ cosn, + sinn)
(b) z, € R®* mit z,, = (+,1 -1 (-1)")

(¢) z, € R® mit

o (log(n!) (=)™ log 1] 10g(n2>)
n Vi3 | (=1)lesnin! "log(2n)

(d) 2z, € R? mit zg = (1, 1) und zy,41 = ($n+17yn+1) = ((zn — yn>/2v (7 + yn>/2)'

Hinweis: Berechnen Sie |z,|.

Aufgabe 2 Wir betrachten Normen auf R"™.

1. Sei || ||: R® — R eine beliebige Norm auf R". Zeigen Sie, dass dann Konstanten
¢, C' > 0 existieren, so dass

cllz|loo < 7| £ C|7]|o fiir alle z € R™.
Beweisen Sie dazu nacheinander die folgenden Aussagen:
(a) Es gibt eine Konstante C' > 0, so dass ||z|| < C||z||« fir alle z € R".
Hinweis: Schreiben Sie x = . | z;€;.
(b) Die Abbildung |- ||: R™ — R ist stetig.

(c) Ist (zx) C R" eine Folge und ist R > 0 eine Konstante mit ||zg||o < R fiir alle
k € N, so hat (z) eine konvergente Teilfolge.

(d) Es gibt eine Konstante ¢ > 0, so dass c||z|| < ||z|| fiir alle z € R™.

2. Sei ||-]|: R™ — R eine beliebige Norm auf R". Dann gilt fir jede Folge (z,) C R"
und jeden Punkt a € R”
lim ||z, —a||=0 < lim z, =a.

BiTTE WENDEN



Aufgabe 3 Wir betrachten Normen auf dem Raum C10, 1] der stetigen Funktionen auf
dem Intervall [0, 1].

1. Zeigen Sie, dass die Menge {z" € C[0,1] : n € N} linear unabhéngig ist.

Hinweis: Leiten Sie die Gleichung 27]:;1 apz™ =0 ab.

2. Sei ||+ |l«: C[0,1] — R eine Norm und sei ¢: C[0,1] — R linear. Zeigen Sie, dass
dann || - || == || - ||« + |¢(- )| eine Norm auf C0, 1] ist.

3. Fiir f € C[0,1] seien | flloo := supyeqo | £(2)] wnd || fll := [y|f(x)|dx (siche Auf-
gabe 1 auf Ubungsblatt 2). Sei ¢: C[0,1] — R linear, so dass

(&) = n flir n ungerade
4 | O fiir n gerade

und sei || - || die Norm auf C[0, 1] definiert durch || f|| := || f||1 + |¢(f)|. Zeigen Sie:
(a) Fir die Folge (f,) C C[0,1] mit f,(z) == 2™/n gilt

lim || f, — Ol|oc = 0, aber nicht lim [|f, — 0[| = 0.
n—oo n—o00

(b) Fir die Folge (f,,) C C[0,1] mit f,(z) := x*" gilt

lim || f, — 0|| = 0, aber nicht lim ||f, — 0]/s = 0.
n—00 n—00

Aufgabe 4 Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

1. Sei U C R", sei f: U — R™ eine Abbildung und sei a € U. Zeigen Sie, dass die
folgenden beiden Aussagen dquivalent sind:

(i) f ist stetig in a.
(ii) Fir jede Folge (z,,) C U mit lim, o0 z, = a gilt lim, o f(z,) = f(a).

2. Zeigen Sie, dass die Funktion f : R? — R? mit

_ [ (Qay,2® =) fir 2 <y,
f<x>y)_{ ($2+y2,0) fir x >vy.

stetig ist.

Pro Aufgabe gibt es 12 Punkte.



