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Aufgabe 1 Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

1. Gegeben sei der Vektorraum V = Rn. Zeigen Sie, dass die Abbildung ‖ · ‖∞ : V → R
mit ‖(x1, . . . , xn)‖∞ = max{|x1|, . . . , |xn|} eine Norm ist.

2. Gegeben sei der Vektorraum V = Rn. Zeigen Sie, dass die Abbildung ‖ · ‖1 : V → R
mit ‖(x1, . . . , xn)‖1 = |x1|+ · · ·+ |xn| eine Norm ist.

3. Gegeben sei der Vektorraum V = C([a, b]), der auf dem abgeschlossenen Inter-
vall [a, b] stetigen Funktionen. Zeigen Sie, dass die Abbildung ‖ · ‖∞ : V → R mit
‖f‖∞ = supx∈[a,b]|f(x)| eine Norm ist.

4. Gegeben sei der Vektorraum V = C([a, b]), der auf dem abgeschlossenen Intervall
[a, b] stetigen Funktionen. Zeigen Sie, dass die Abbildung ‖ · ‖1 : V → R mit ‖f‖1 =∫ b

a
|f(x)| dx eine Norm ist.

Aufgabe 2

1. Beweisen Sie die folgenden Aussagen über Normen auf R:

(a) Sei ϕ : R→ R linear, ϕ 6≡ 0. Dann ist ‖x‖ := |ϕ(x)| eine Norm auf R.

(b) Sei ‖ · ‖ eine Norm auf R. Dann gibt es eine lineare Abbildung ϕ : R → R,
ϕ 6≡ 0, so dass ‖x‖ = |ϕ(x)| für alle x ∈ R.

2. Beweisen Sie die folgenden Aussagen über Normen auf Rn, n ≥ 2:

(a) Sei ϕ : Rn → R linear, ϕ 6≡ 0. Dann ist ‖x‖ := |ϕ(x)| keine Norm auf Rn.

(b) Seien ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN : Rn → R linear, so dass
⋂N

i=1 Kern(ϕi) = {0}. Dann ist
‖x‖ := max1≤i≤N |ϕi(x)| eine Norm auf Rn.

(c) Sei ‖ · ‖ eine beliebige Norm auf Rn. Zeigen Sie mit Hilfe des unten folgenden
Faktes, dass dann ‖x‖ = sup‖y‖=1|ϕy(x)| für geeingete lineare Abbildungen
ϕy : Rn → R.

Fakt. Sei ‖ · ‖ eine Norm auf Rn. Dann gibt es für jeden Vektor y ∈ Rn

eine lineare Abbildung ϕ : Rn → R, so dass ϕy(y) = ‖y‖ und |ϕy(x)| ≤ ‖x‖
für alle x ∈ Rn (siehe z.B. R. Meise und D. Vogt, Einführung in die Funk-
tionalanalysis, Korollar 6.5).

Bitte Wenden



Aufgabe 3 Untersuchen Sie die folgenden Mengen auf Offenheit und Abgeschlossenheit.
Bestimmen Sie jeweils auch die abgeschlossene Hülle, den offenen Kern und den Rand.

1. A := {x ∈ Rn : |x| < 1}.

2. B := {(x, y) ∈ R2 : y = 0}.

3. C :=
⋃∞

n=1{(x, y) ∈ R2 : |(x, y)− ( 1
2n
, 0)| < 1

2n+2}.

Aufgabe 4 Seien A,B ⊂ Rn. Zeigen Sie:

1. Aus A ⊂ B folgen A◦ ⊂ B◦ und A ⊂ B, aber nicht ∂A ⊂ ∂B.

2. A ∩B ⊂ A ∩B und A◦ ∪B◦ ⊂ (A ∪B)◦.

Pro Aufgabe gibt es 12 Punkte.


