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Themen: Hiufungswerte, Umkehrfunktionen

Aufgabe 1 Sei die Folge (ay,),>1 definiert durch
a1 :=1, ag:=—-2 und apq2 = Gpt1 — Gn.
Bestimmen die Haufungswerte dieser Folge.

Losungen zu Aufgabe 1

Wir berechnen die ersten Folgenglieder und untersuchen, ob sie sich wiederholen.

a1:1
a2:—2
a3:a27a1:7271:73

ag=az3—ay=-3+2=-1
as=a4 —az3=—14+3=2
ag=a5—as=2+1=3
ar=ag—as=3—2=1=a,

a8:a7—a6:1—3:—2:a2

Es folgt, dass fiir alle I € {1,...,6} und k € Ny die Gleichheit agr4+; = a; gilt. Die Folgen (agk+1)k>0 sind
somit konstant gliech a;. Die Haufungswerte sind daher

a1=1, a2=—2, a3:—3, CL4:—17 CL5=2, a6=3.

Aufgabe 2 Berechnen Sie fiir die folgenden Funktionen f o g sowie go f.
(a) f(z) =322 —4z + 1 und g(z) = 42 — 1

(b) f(z) =92% + 54z + 99 und g(y) = /sy —2—3

(c) f(x) = Va5 und g(y) = {/y~2

Lésungen zu Aufgabe 2

(a)

(fog)(x) = 3(42® —1)> —4(42® 1) +1
3(16x* — 822 +1) — 162% +4 + 1
48z — 2422 + 3 — 1622 + 5

= 48z% —402% +38



4(32% — 4z + 1) — 1
= 4(92" +162% + 1 — 242® — 8z + 62%) — 1
362* — 962° 4 8822 — 322 + 3
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(b)
1 ’ 1
(fog)ly) = 9(\/91/—2—3) +54<\/;—3>+99
— oo Ly—2) —sa /iy —2) 48145 \/1723 499
= 5Y 5Y 5V
= y—18481-162+99 =y
1
(go fl(z) = \/9(9x2+54x+99)—2—3
= Va24+6z+11-2-3
= Va24+6s+9-3
= V(@+3)?-3
= z+3-3==x
(c)
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(Foaw = () =y

Aufgabe 3 Seien die Funktionen f : [0,4+00) = R und ¢ : [0,1] — R gegeben durch

1—=x T
f(x)—? und g($)—z2+1'

(a) Untersuchen Sie beide Funktionen auf Monotonie.
(b) Bestimmen Sie jeweils den Wertebereich von f und g.

(c) Berechnen Sie die Umkehrfunktion von f bzw. g auf den jeweiligen Wertebereichen.

Losungen zu Aufgabe 3

(a) Die Funktion ist monoton fallend auf [0,+00), denn sei x > y, also x —y > 0. Dann gilt fiir den

Quotienten d
fla) _ (-a)+y) 1-(@-y-ay _,

fly)  Q+2)1-y)  1+z-y-—ay
denn der Zihler ist offensichtlich kleiner als der Nenner. Also ist f(x) < f(y).

)

Alternativ kann man die Ableitung von f berechnen: f/'(z) = —ﬁ. Diese ist negativ fiir alle = €
[0, 4+00).
Es gilt fiir z,y € [0, 1] mit = > y, dass
x y s+ 1) —y@@®+1) _ (1-ay)(z—y)
g(x)_g(y): 2 9 = 2 2 = 2 2 >0a
2+1  y2+1 (@2 +1)(y* +1) (22 +1)(y* +1)

da zy < 1, also 1 —xy > 0, und = — y > 0. Die Funktion g steigt daher monoton.



Alternativ kann auch hier die Ableitung ausgerechnet werden:

1— 22
/ p—
g(I)— (.Z'2+1)2 >0a

falls z € (0,1) und damit 2% € (0,1).

(b) Da f auf [0,400) stetig ist, nimmt f alle Werte zwischen

. N .1

an (siehe Zwischenwertsatz). Aufgrund der Monotonie kénnen keine Werte auerhalb von [—1, 1] ange-
nommen werden. Der Wertebereich von f liegt also in [—1,1]. Da —1 < f(z) fiir alle x > 0, ist der
Wertebereich von f genau (—1,1].

Da g auf [0, 1] stetig ist, nimmt g alle Werte zwischen

9(0)=0 wd ¢(1) =

an (siehe Zwischenwertsatz). Aufgrund der Monotonie kénnen keine Werte aufierhalb von [0,1/2] ange-
nommen werden. Der Wertebereich von g ist also genau [0,1/2].

(¢) Wir berechnen die Umkehrfunktion von f, indem wir die Gleichung f(x) = y nach x auflésen, d.h.

1—x
=y & l-xz=y(1
.Y z=y(l+ux)
& l—z=y+ay
& l—y=x+2ay
& 1l—y=z(l+y)
1—
e Yoy
1+y
Die Umkehrabbildung ist also f~1(y) = % und stimmt mit der urspriinglichen Funktion f iiberein.

Wie oben l6sen wir g(x) = y nach x auf:

T 2
it et (CaRY

& 0=yr’+y—=z
& 0=y@*+1—xy)

Die Gleichung wird fiir y # 0 gelost durch

1+ /1 —4y?
r=—"—"""
2y
. . . . .. ., 1+4/1-4g(x)? ..
Setzt man g(z) fiir y ein, so muss das negative Vorzeichen gewihlt werden, damit —m = * erfiillt

wird. Die Funktion

14+4/1—4y?
gil(y) — 2y , YE (07 1/2]
0, y=0

bildet somit die Umkehrfunktion von g.

Aufgabe 4

Bestimmen Sie fiir die nachfolgenden Funktionen jeweils groffitmogliche Definitions- und Wertebereiche,
auf denen eine Umkehrfunktion existiert.

1

(a) f(z) = 522 + 4z — 18 (b) g(z) = T2



Losungen zu Aufgabe 4

(a) Die Parabel f(z) = 522 + 4z — 18 ist iiberall auf R definiert. Wir bringen sie zunichst auf Scheitel-
punktform:

4 18 2\? 4 90 2\? 94
=522 + 4z — 18 = 24 -2 ) = 2y )= 2y ==
y = bx” + 4x 8 5(3: +5a: 5) 5<(x+5> % 25) ((m+5) 25)

Die Parabel ist nach oben gedffnet und hat den kleinsten Wert fir o = —% mit f(zo) = —%—4. Der
Wertebereich ist somit [-94/5,4+00). Die Parabel besitzt nun auf (—oo,—2/5] sowie auf [—2/5, 4+00)
Umbkehrfunktionen, die auf [—94/5, +00) definiert sind. Wir berechnen diese, indem wir mit Hilfe der
Scheitelpunktform nach x auflosen:

5 25 5
1 94
== gy—‘r% l""g
o 2, 1o
5 V5Y o5 7
Also
2 /
fil = hl : [794/53 +OO) — [72/53 +OO), hl(y) = 75
und

Speziell fiir hy priifen wir nach. Sei « € (—oo0, —2/5]. Dann ist

(h2°g)($):—§—\/é(5$2+4x—18)+g§:_§_\/(72
e ()

(b) Die Funktion g ist auf R\ {£1} definiert. Wir suchen Umkehrfunktionen auf den Teilintervallen
(=00, —1), (—=1,1) und (1, +o0).

Da lim, 400 g(z) = 0, limgy_q1 g(x) = —oo0 = lim, 11 g(z), g auf (—oo,—1) und (1,+00) stetig und
negativ ist, ist der Wertebereich von ¢ auf (—oo, —1) und (1, +00) gerade gleich (—o0, 0).

Innerhalb von (—1,1) ist die Funktion g grofier gleich 1, da 1 > 1 — 22 fiir z € (—1,1). Zudem ist
limg4 g(z) = +o00 = limg;_; g(z). Aufgrund der Stetigkeit von ¢ in (—1,1) und dem Zwischenwertsatz
ist der Wertebereich von g dort gerade gleich [1, +00).

T
597" 25
2 /1 94
fil =hg: [_94/57 +OO) - (—OO, _2/5]7 hQ(y) = Y+ 5
) ) 25
2

Wir versuchen nun, auf den Wertebereichen (—oo,0) und [1,4+00) geeignete Umkehrfunktionen fiir g zu
definieren. Sei nun y € (—o00,0) oder y € [1,+00). Wir 1sen die Gleichung g(x) = y nach x auf:

- 1
)

& 1=y -2%
& 0= (-y) (x2+1;y>

Da y # 0, konnen wir die letzte Gleichung bedenkenlos durch y teilen und erhalten

Y

0:z2+ﬂ



Day € (—00,0) oder y € [1,400), ist der Term %1 immer grofler gleich Null, d.h. wir kénnen die Wurzel
ziehen und erhalten (
y—1

Y
Nun miissen wir entscheiden, welcher Zweig der Wurzel je nach Werte- und Definitionsbereich von g eine
Umkehrfunktion gibt. Aulerdem miissen wir beachten, dass es auf ganz (—1,1) keine Umkehrfunktion
von g gibt, sondern hochstens auf (—1,0] und [0,1), da g achsensymmetrisch zur y-Achse ist.

==

Dies fiihrt zu folgenden Umkehrfunktionen fiir g:

-1
gil = hl : (—O0,0) — (—OO, _1)7 hl(y) == Y y
-1 _ . = yil
g =ha:[l,4+00) = (=1,0], ha(y) =— Ty
y—1



