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Mathematik fiir Ingenieure (Maschinenbauer und Sicherheitstechniker), 1. Semester, bei Prof. Dr. G.
Herbort im WiSel3/14 — Dipl.-Math. T. Pawlaschyk, 26.10.13

Themen: Vektorrechnung im R”, Lineare Hiille, Basis

Aufgabe 1
2 4 6 3

a) Ein Tetraeder habe Ecken mit den Ortsvektoren [ —1 ], [ 2 |, | =1 | und [ O |. Berechnen Sie
—4 -3 -7 -1

sein Volumen.

b) Seien die Ebene E und die Gerade g wie folgt gegeben:

E={FfcR® |z — 215 +323=0} und ¢g={TFcR®| —x + 20y +Tx3 =3, xo — 223 = —2}

4
(i) Bestimmen Sie drei Vektoren ¥, ¥ und ¥3, so dass E = Lin{¥;, %2} und g = | 0 | + Rj.
1
(ii) Projizieren Sie die Gerade g auf die Ebene E.
Lésungen zu Aufgabe 1
(a) Wir driicken die Seiten des Tetraeders mit Hilfe der Vektoren
4 2 2 = 6 2 4 3 2 1
a=|2|--1]=[3],b=|-1|—-|-1]=1(0 und c=| 0| —-|-1]=|1
-3 —4 1 -7 —4 -3 -1 —4 3
und berechnen die Determinante der von @, b und & gebildeteten Matrix:
. 2 0-3—(-3)-1 2 3
(@bxe)y={(131,{(-3)-1-4-3])=({3],-15|)=6—45+4=-35.
1 4-1-0-1 1 4
Somit ist betrégt das Volumen 35/6 VE.
(bi) Die Ebene F ist gegeben durch die Bedingung z; = 2z9 — 323, also
I 23;‘2 — 3!1,‘3 2 -3
F=|a2 | = T9 =axo 1| +x3]| O
I3 T3 0 1
Somit ist
2 -3
E=R|[1]+R| O
0 1
Die Bedingungen fiir g sind 1 = 225 + 723 — 3 und 2o = —2 + 2x3. Letztere Bedingung setzen wir in die

erste ein und erhalten

x1:2-(—2+3x3)+7x3—3:—4+4x3—|—7x3—3:11363—7.



Fiir Punkte auf g gilt dann

1 1123 — 7 -7 11 -7 11 4 11
Z=|z | =242z =|-2|4as| 2 |=|-2]+C+1)[2]|=|0]+¢t] 2
3 T3 0 1 0 1 1 1

firzs=t+1undteR.
(bii) Die Projektion der Geraden B + R auf die Ebene E = A + R#; + R, ist gegeben durch

_ (A- B,
Ay 42’n>n+R(6—ﬁﬂ),
7]
wobel T = U7 X Uy und U5 = Tléﬁg .
Es sind
2 -3 1-1-0-0 1
n=1]x|[0]=]0-(-3)—-2-1]=1[-2
0 1 2-0—-1-(-3) 3
und ||77|| = v/1+ 4 + 9 = v/14. Wir berechnen
11 1
< 2 ’ -2 >
SR G VA A (% L B N et
14 3 14 3 7 3
und
0 4 1
A ({o-=10},1-2]) ) .
. . (A-Bi 0 1 3 1
|72l 1 14 3 2\
Also ist die Projektion die Gerade
7 11 1 7 9
1 5 1
3 2] +R 2| - = -2 =3 21 +R| 3
1 1 3 1 -1
Aufgabe 2
Seien folgende Vektoren gegeben:
4 3 -7 —13
L | -2 R 0 L 11 . | o
1 — ) ) V2 = -3 ) 3 — 4 ) Vg = 13
1 1 0 0
und
1 10 6
T N ! . 1
w1 = 5 ) W2 = 7> w3 = -9
0 1 0

Zeigen Sie, dass Lin{¥, Uy, U3, U4} = Lin{wh, W, Ws}.

Lésungen zu Aufgabe 2 Bei dieser Aufgabe stellen wir drei Methoden vor, die zur Losung fiihren.

(i) Durch genaues Hingucken stellen wir fest, dass

wy =vp — V2, Wy =vy—v3 und wz=wv3z— vy



ist. Damit ist Lin{wy, wa, ws} C Lin{vy, va, v3,v4}. Umgekehrt kann man umstellen und erhilt die Bezie-
hungen
V1 = W2 — W3, Vo = W2 — W1 — W3, V3 = —WwW1 — W3 und 1}4:710172’(03.

Somit gilt auch Lin{w;, ws, ws} D Lin{vy, va, vs,v4}, also Gleichheit.

(ii) Nun kann man solche Beziehungen nicht immer sofort feststellen. Eine simple, aber rechenintensive
Methode ist die folgende. Um zu priifen, ob wy, wy ,ws in Lin{vy,vs,v3,v4} enthalten sind, muss man
folgendes Gleichungssystem auf Losbarkeit {iberpriifen:

( V1 V2 V3 V4 ‘ w1 ‘ w2 ‘ ws )

(Letztere Schreibweise bedeutet, dass man drei Gleichungssysteme hat. Da wir fiir alle drei Gleichungs-
ysteme auf der linken Seite dieselben Operationen ausfiihren, kénnen wir alle drei von vornherein in eine
erweiterte Matrix schreiben.)

Umgekehrt erhalten wir die Teilmengenbeziehung Lin{w;, wo, ws} D Lin{vy, ve, v, v4} durch die Losbar-
keit von

(wl w2 W3 ’ U1 ‘ (%) ‘ V3 "1)4 )
Wir werden diese Methode in der néichsten verwenden, sparen an dieser Stelle eine detaillierte Rechnung
und verweisen auf die dritte Methode.
(iii) Wir zeigen die Teilmengenbeziehung Lin{w;,ws,ws} D Lin{vy, ve,v3,v4} durch das Uberpriifen der
Losbarkeit des erweiterten Gleichungssystems

(w1 Wy W3 ‘ V1 ’ Vo ‘ V3 ‘ U4).

und vergleichen die Dimension der jeweiligen Rdume Lin{w;, we, w3} und Lin{vy, va, v3,v4}, indem wir
die Matrizen
(vl vy U3 1)4) und (w1 W w3)

auf Zeilenstufenform bringen. Wir 16sen also zunéchst das Gleichungssystem

1 6 10 4 3 -7 —-13
-2 1 -1 -2 0 1 0
5 -9 -7 2 -3 4 13
0 0 1 1 1 0 0
ol + 11 1 6 10 4 3 -7 —13
(=5)I+ 111 0 13 19 6 6 —13 —26
_
0 -39 -—-57 —18 —18 39 78
0 O 1 1 1 0 0
1 6 10 4 3 -7 —13
3II+11 0 13 19 6 6 —13 —26
—_
0 0 O 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0
6 10 4 3 -7 —13
IIT & IV 0 13 19 6 6 —13 —26
_
0 0 1 1 1 0 0
0 0 O 0 0 0 0

Das Gleichungssystem ist also 16sbar und wir erhalten

Lin{vy, va,v3,v4} C Lin{wy, wa, w3}.



Dariiberhinaus hat das System (w1 Wo wg) den Rang gleich 3, d.h. die Dimension von Lin{wy, wa, w3}
ist gleich 3. Wir bringen das System (vl va U3 1)4) auf Zeilenstufenform:

-13 -7 3 4 -13 -7 3 4 -13 -7 3 4
0 1 0 -2 THIT, 0 1 0 =2 s+ 0 1 0 -2
13 4 -3 2 0 -3 0 6 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0o 1 1 0 0o 1 1

-13 -7 3 4

IV 0 1 0 -2

0 0 1 1

0 0 0 O

Dieses System hat ebenfalls Rang gleich 3. Deshalb ist die Dimension von Lin{vy,ve,vs,v4} gleich 3.
Daher muss

Lin{vy, v, v3,v4} = Lin{wy, wq, w3}
gelten.
Aufgabe 3
Sei V = {# € R* | #1 + 279 + 3z3 — 534 = 0}. Zeigen Sie, dass V = Lin(iy, iz, i3), wobei

53
=
I

und U3 =

DD = DN W
3
v}
I
N = = Ot
— = = O

Lésungen zu Aufgabe 3

Da V # R* ist, ist die Dimension von V kleiner gleich 3. Die Vektoren w1, us und us sind in V entalten.
Dies sieht man leicht, indem man priift, ob die Eintréige der Vektoren die Gleichung z1+2x24+3x3—5z4 = 0
erfiillen. Somit hat man Lin{uy, us, uz} C V. Wir zeigen, dass die Dimension von Lin{uy,ug, us} genau
gleich 3 ist, indem wir das System (u1 U2 ’U,g) auf Zeilenstufenform bringen:

I-1I

0 3 5 1 2 2 1 2 2
1 2 1| eIV (1 2 1| I-1I (o 0 1
1 1 1 1 1 1 0 1 1
1 2 2 0 3 5 0 3 5
1 2 2 II « III 1 2 2
(=3)III 4+ 1V 0 0 1 (=2)IT+ 1V 01 1
01 1 0 0 1
0 0 2 0 0 O

Der Rang ist also gleich drei und deswegen auch die Dimension von Lin{us,us,us}. Damit haben wir
Lin{uy, us,ug} = V.

Aufgabe 4

Seien Uy = {7 € R* | 321 — 22 + 423 + 524 = 0} und Uy := {Z € R* | 221 — Tag + 923 + 24 = 0}
Hyperebenen im R%. Bestimmen Sie eine Basis fiir U := U; N Uy und geben Sie die Dimension von U an.

Lésungen zu Aufgabe 4
Punkte aus U erfiillen die Gleichung;:

To =— 3£E1 + 41’3 + 51’4
Dies setzen wir in die andere Bedingung ein und erhalten:

2r1 — 7(3.’1?1 + 4xs + 5.1‘4) + 923 + x4 = 221 — 21y — 2823 — 3524 + 923 + x4 = —19217 — 1923 — 3424 =0



Die erste Gleichung stellen wir um und setzen dieses Ergebnis ein:

1920 = 19 (3z1 + 43 + 5zy4)
= 3-19x1 + T6x3 + 9524
= 3-(—19xz3 — 34xy4) + T6x3 + 9524
= —bTx3 —102z4 + 7623 + 9524

= 1923 — Tx4
Also insgesamt
19561 —19.233 — 34],‘4 —-19 —34
S | 1920 | 1923 — Txy . 19 -7
2= 1192, | = 1925 =19 |TBT o |
191‘4 191‘4 0 19
-19 —34
Es ist also U = Lin{ ig , _07 }. Da diese Vektoren offensichtlich linear unabhéngig sind, ist die
0 19

Dimension von U gleich 2.



