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Ubungen zu ’Elemente der Komplexen Analysis’ Blatt 6

Aufgabe 1 Sei G ein Gebiet in C. Zeigen Sie, dass es eine Folge von Kreisscheiben (D;);en in
G mit den Eigenschaften (a) D; N D;q # 0 fiir alle ¢ € N und (b) |J;2, D; = G gibt.

Aufgabe 2 Sei O(G) der Vektorraum der holomorphen Funktionen auf einem Gebiet G C C.
Wir definieren fiir ein Kompaktum K in G und eine positive Zahl € > 0 die (K,¢)-Kugel
von g € O(G) durch

Bre(g9) :={f € O(G) : sup{|f(2) —g(2)| : z € K} <e}.
Wir sagen, eine Familie i/ C O(G) ist offen, falls jede Funktion g € U eine (K, ¢)-Umgebung
Bk <(g) besitzt, die ganz in U enthalten ist.

Eine Familie A C O(G) heifit c.o.-abgeschlossen, falls fiir jede kompakt konvergente Folge
(gn)nen aus A ihr Grenzwert g auch wieder in A liegt.

Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Die Menge 7 := {U C O(G) : U offen} bildet eine Topologie auf O(G).

(b) Die Menge 7" := {U’ = O(G) \ A : A c.o. — abgeschlossen} bildet ebenfalls eine
Topologie auf O(G).

) 7=17', dh. U C O(G) ist genau dann offen, wenn O(G) \ U c.o.-abgeschlossen ist.

(d) Fiir ein festes p € G und R > 0 ist die Familie

K:={fe0(G):flp) =0, [f(z)| <RV zeG}

—
o

beschriankt und (c.o.-) abgeschlossen.
(e) Zu jedem Kompaktum K in C und € > 0 gibt es ein a > 0 mit
Iy € Bk (0) fiir alle n € N,
wobei fo(z) :=a(l+az+ a?2*>+...+a"2"), 2 € C.
(f) Sei a > 0 fest. (f2)nen konvergiert nicht kompakt auf C.
Aufgabe 3 Sei f : C — C gegeben durch

f(z) =22 -1
Fiir ein k € N seien die iterierten Funktionen f* : C — C definiert durch
fiz)=(fofo. . 0 )(2).
—_—
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(a) Finden Sie alle Fixpunkte der Abbildung f, d.h. z € C mit f(z) = z.
(b) Sei zp ein Fixpunkt von f. Zeigen Sie, dass die Familie F; := {f" : n € N} in keiner
Umgebung von zy normal ist.
(c) Finden Sie die Fixpunkte von f2.

(d) Sei 21 ein Fixpunkt von f2, der kein Fixpunkt von f ist. Zeigen Sie, dass die Familie
Fo:={ f":neN } in einer Umgebung von z; normal ist. Ist dort auch F; normal?
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