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Ubungen zu ’Elemente der Komplexen Analysis’ Blatt 1

Aufgabe 1 (a) Berechnen Sie die Lénge der reellen Achse als Teilmenge der komplexen Ebene
C beziiglich der sphirischen Metrik ds = |dz|/(1 + |z|?).

(b) Bestimmen Sie jeweils den Umfang des Kreises mit Radius 0 < r < 1 sowie die Lénge
der Strecke von 0 nach 1 beziiglich der hyperbolischen Metrik dsp = |dz|/(1 — |2|?)
auf der offenen Einheitskreisscheibe D.

(c¢) Die obere Halbebene H sei versehen mit der hyperbolischen Metrik dsg = |dz|/(2Imz).
Berechnen Sie jeweils die Léinge der folgenden Wege bzgl. dieser Metrik.

v =11 = H, () =t+i
Yo i [m/4,37/4] — H, 72(t) = V2 exp(it)

Aufgabe 2 Sei T': D — C definiert durch

wobei a,w € C mit |a| =1 und |w| < 1.

(a) Zeigen Sie, dass T' ein Automorphismus auf I ist.

(b) Zeigen Sie, dass die hyperbolische Metrik dsp auf D beziiglich T invariant ist, d.h.
dS]D) = dS]D) oT.

Aufgabe 3 (a) Sei S : H — C gegeben durch S(z) := (i—z)/(i+2). Zeigen Sie, dass S : H — D
eine biholomorphe Abbildung ist.

(b) Zeigen Sie, dass jede biholomorphe Abbildung R : H — D in der Form R =T o S
darstellbar ist, wobei 7" ein Automorphismus auf D und S die Abbildung aus Teil (a)
sein soll.

(c) Zeigen Sie: Fiir jede biholomorphe Abbildung R : H — D gilt
dsy = dsp o R.

Hierbei sind dsyg und dsp die jeweiligen hyperbolischen Metriken auf H bzw. D.
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