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Thema: Potenz-, Logarithmen- und Hyperbelfunktionen, Diffe-
rentiation

Aufgabe 1

Losen Sie folgende Gleichungen.
(i) 9% - 31 = (27%)* (i) 25" +2-5° =24 (i) cos(2z) = cos(x)

(iv) 3371 _ 5o=2 = g3o=3 _ 523 (v) Inz —In4 =1n35 — In(z + 4)

Losungen zu Aufgabe 1
Zu (i): Es ist

2

3233 . 312+1 — 2793
32x+ac2+1 — 33a:2

9:1: . 312+1 — (27m)x

32z+$2+1—3:v2 -1

te 0

322-22°+1 _ 30

Wir wenden auf beiden Seiten den Logarithmus zur Basis 3 an, also logs, und erhalten die
Gleichung
1
2% 4+224+1=0 < :1;2—95—5:0

+

N |
of%
w

Mit der pg-Formel erhalten wir die Losungen x1 2 =
Zu (ii): Es gilt 25% = (52)% = 52% und somit:

257 +2.5" =24 & (59)2+2.5% =24

Wir substituieren ¢ = 5% und erhalten die Gleichung t? 4 2t — 24 = 0. Die Losungen sind
tipo=—-1£V1+24=-1+£5.

Da t = 5% > 0 fiir alle z € R, kommt nur die Lésung ¢t = 4 in Frage. Also

4=5"=t & Ind=2xInb
In4



Zu (iii): Es gilt cos(2z) = 2cos?z — 1, also ist die Gleichung mit
2cos’r — 1 =cosx

dquivalent. Schreiben wir y = cos x, so folgt

1 1
2 4t _ 1
y -5y
Diese quadratische Gleichung in y hat die Losungen y = 1 und y = —1/2. Es sind also nur
noch die Gleichungen cosz = 1 und cosz = —1/2 zu l6sen. Die Losungen der ersten Gleichung

haben alle die Form x = 2km mit k € Z. Die zweite Gleichung wird genau durch die z der Form
%71' + 2k7 oder %77 + 2km mit k € Z.

Zu (iv): Es ist:

3336—1 _ 51‘—2 — 331‘—3 _ 5x—3 PN 33:(:—1 . 33:(:—3 _ 590—2 . 51‘—3
1 1 1 1
3z (- _ — \ _px | - _ _—
3 (3 27) ° (25 125>
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33:(: ) =5 —
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Zu (v): Nach Anwendung der Exponentialfunktion auf beiden Seiten der Gleichung erhalten wir:

& = ~ —1.31975

—~

x 35
— = 4) = 14
1 x+4<:>x(x+ ) 0

Diese Gleichung wird durch z = 10 und x = —14 gel6st. Aber hochstens x = 10 kann Losung der
logarithmischen Gleichung sein, da fiir z = —14 der Ausdruck In(z 4 4) nicht definiert ist. Die
Probe bei z = 10 ergibt, dass beide Seiten der gegebenen Gleichung gleich In(5/2) ~ 0.916291
sind.

Aufgabe 2
Zeigen Sie fiir alle n € N:
(a) 4.42.“._471:277,(71-1-1)

n—1

(b) Z k1In <k:1) =nln(n) — In(n!)
k=1

Losungen zu Aufgabe 2

Beide Aufgabenteile kann man durch geschickte Umformungen beider Seiten zeigen oder per
Induktion iiber n. Wir geben beide Losungsmoglichkeiten.

Zu (a): Wir erinnern uns an die Gaufische Summenformel, dh. 1+2+...+n = % Es gilt

4.42. 40 — glt2+.4n
92(142+...+n)
2n(n+1)



Alternativ kann man die Gleichung per Induktion iiber n zeigen. Fiir n = 1 ist die Gleichung

offensichtlich richtig. Wir schlieflen von n nach n + 1:

4 42 4n 4"’L+1
2 (n+1

4.42. . 4"t

||j2 I

4n+1

).
on(n+1)  92(n+1)
(n+1)+2(n+1)

(n+1)(n+2)
(n+1)((n+1)+1)

Zu (b): Die zu untersuchende Formel beinhaltet eine sog. Teleskopsumme (T.S.):

Zak —ap—1 = (a1 —ag) + (a2 —a1) + ... + (an—1 — an-2) + (an — an—1) = an — ap

Wir formen nun die gegebene Summe geschickt um, um eine Teleskopsumme zu erhalten.

|
—

n—1 n

(n—141))

1
Z kIn <k i > = S k(n(k + 1) — In(k))
k=1
n—1
= Y kln(k+1) - kln(k)
k=1
n—1
= Y (k+1)In(k+1)—In(k+1) — kn(k)
k=1
n—1
= Y (k+1)In(k+1) — kln(k Zlnk—i—l
k=1
e ((n=1D)+D)In((n—1)+1)—1-In(1) —In(1-2-...-
~— —~
=0 =n!
= nln(n) —In(n!)
Alternativ per Induktion. Fiir n = 1 gilt trivialerweise:
- k+1
Z < >:0:1~0—0:1~ln(1)—1n(1!)
k=
Fiir n = 2 gilt:
2—1
> kln (kzl) =1-In2=In2=(2—-1)In2=2-1n(2) — In(2!)
k=1



Wir schlielen von n auf n + 1.

(n+1)—

Z /<;1 (k“) = Zn:kln<kzl>

= kln<m>+nln<n+1>
P k n

n) — ( ')—|—nln(n—|—1)—nln(n)
In(n!)

n+1
n(Hee)
= nln(n+1)—[In(n!(n+1)) —In(n + 1)]
= nln(n+1)+In(n+1) —In((n+1)!)
= (n+1)In(n+1)—In((n+1)")

1=

In

Il?’L

nln(n+1
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Aufgabe 3
Mit der Exponentialfunktion e® bildet man die sog. Hyperbelfunktionen
sinh(z) = %, cosh(z) = %,
, sinh(z)
tgh(x) = .
sowie tgh(x) cosh(z)

Zeigen Sie:
(a) cosh?(z) — sinh?(z) = 1, und tgh hat Werte in (—1,1).
(b) sinh : R — R wéchst monoton und hat eine Umkehrfunktion.

(c¢) Die Umkehrfunktion zu sinh wird mit Arsinh bezeichnet. Zeigen Sie:

Arsinh(¢ n(t+ 1+ t?)

(d) Auch tgh hat eine Umkehrfunktion (Artgh). Diese ist auf (—1,1) erklért. Zeigen Sie:

1 1
Artgh(z) = 5 In ] ji

Lésungen zu Aufgabe 3
Zu (a): Es ist:

T —z\ 2 x _ —x\ 2
cosh?(z) — sinh?(z) = ere )y (e
2 2
1
4
1
4

Da cosh(z) nicht negativ ist fiir alle z € R und wir die Ungleichungen

—T

T —x T
e” +e e e
>

cosh(x) = 5 > 5 = sinh(x)



und

e +e " —et 4 —e" < e —e *
2 N 2 - 2

haben, ist |sinh(z)| < cosh(x) = | cosh(z)| und somit |tgh| < 1.

—cosh(z) = —

Zu (b): Es ist e > e*, wenn t > s, und in diesem Fall auch e™* < e7%, also —e~t > —e™*. Damit
folgt sinh(¢) > sinh(s), was bedeutet, dass sinh streng monoton wéchst. Ist nun ¢t € R\ {0}
beliebig, so 16sen wir die Gleichung %(s — %) = t. Das ist immer mdoglich, denn
1 1 2 2 2
5(3—7):75 & sf—1=2st & (s—t)*=1+t¢
s
Man wihle etwa s = t + /1 +t2. Wenn ¢t = 0, wihlen wir s = 1. Fiir alle ¢ € R ist aber
t+ V1412 >0, so dass wir 0 :=Ins =1In(t + V1 + ¢2) bilden kénnen. Es gilt dann
. 1 1
sinh(o) = 5(60 - 6—0) =t
Somit ist sinh : R — R eine umkehrbare Funktion. Es gilt sinh(In(¢ + V1 + ¢2) ) = ¢. Damit ist
die Umkehrfunktion von sinh auf R gegeben durch

Arsinh(t) = In(t + V1 + t2).

Zu (c): Sei t = tgh(x). Wir lésen nun nach x auf.

sinh(z)
t=tgh(x) < t= cosh(z)
et —e *

& t=—
er +e %

- t:ex(l—e_m)
e*(1+e %)
1_6—2m

& t=——
1+e 2

& tl4e @) =1—¢2

S trte =1

& t—1=—e 2 e

& t—1=—(1+t)e

& 1-t=0+t)e ™

1-t¢

& ——— =™

14+t
1—t
& In =2z
1+t
- 11—t
—lh— =z
2 1+t

- 11 1+¢
—In— =2
21—t

Aufgabe 4

Berechnen Sie jeweils die Ableitung folgender Funktionen mit Hilfe der Produkt- und Quotien-

tenregel.
3 —x

(i) exp(nz), n€Z (i) tgh*(x)  (iii) .



1
1+ cos?(x)

(iv)

Loésungen zu Aufgabe 4

(v) cos(4x) (iv)

Zu (i): Wir behaupten, dass (exp(nz))’ = nexp(nz) gilt fiir alle n € Z. Wir zeigen diese Gleich-
heit zunéchst fiir alle n € Ny. Fiir n = 0 ist exp(nz) konstant gleich 1. Damit ist die Ableitung
konstant gleich 0 = 0-exp(0-z). Wir schlieSen von n nach n+1. Es gilt dann mit der Produktregel

(P.R.):

(exp((n + 1)z))’

= 0
| =

(exp(n) exp(z))’

exp(z) - (exp(nz))’ + exp(nz) - (exp(z))’
exp(z) - nexp(nz) + exp(nx) - exp(z)
(nexp(nz) 4+ exp(nz)) exp(z)

(n+ 1) exp(nz) exp(x)
(n+1)exp((n+1)z)

Damit ist (exp(nz))’ = nexp(nz) fiir alle n € Ny gezeigt. Sei nun n eine negative ganze Zahl.
Dann ist £k = —n eine natiirliche Zahl und wir erhalten mit der Quotientenregel:

(exp(nx)) = (exp(—na:)*l)/

(expikw) )l

0—1-(exp(kz))

exp(kx)?
—k exp(kx)

exp(kx)?
K

exp(kx)
ok
exp(—kxz)~!

o
=)

[

=g exp(nx)

Zu (ii): Da nach Teil (i) die Ableitung von e~ gleich —e? ist, ist leicht zu sehen, dass sinh’ = cosh
und cosh’ = sinh gilt. Mit der Produktregel folgt dann leicht:

(sinh?(z))’ = (sinh(z) sinh(z))’ = 2sinh(z) cosh(z) = (cosh(x) cosh(x)) = cosh?(x)



Mit der Quotientenregel (Q.R.) folgt nun:

o sinh?(z)’
(tghQ(az)) B <cosh2(x) )
(sinh? (x))/ cosh?(z) — (coshQ(x))/ sinh?(z)
cosh?(z)
2sinh(z) cosh(z) cosh?(z) — 2sinh(x) cosh(x) sinh?(x)
cosh?(x)
2sinh(z) cosh®(z) — 2 cosh(z) sinh®(x)
cosh?(z)

&

Q.

%)
©

=1

2sinh(z) cosh(z)(cosh?(z) — sinh?(x))

cosh?(z)
~ 2sinh(x) cosh(x)
B cosh? ()
_ cosh(2z)
~ 2cosh*(x)

Zu (iii):
Wir benutzen die Quotientenregel:

(x?’—az)/ (Bz2—1)- (22 +12) — (23 —2)-20 2+ 3722 — 12

22 + 12 (22 + 12)2 T (@2 +12)2

Zu Teil (iv):
Das Additionstheorem sin(z+y) = sin(x) cos(y)+sin(y) cos(z) liefert, dass sin(2z) = 2sin(z) cos(x)
gilt. Wir benutzen die Produktregel sowie die Quotientenregel:

( 1 )’ _0- (1 —2sin(z)cos(z))  2sin(x)cos(x) —1  sin(2x)
(z)

1 + cos? (14 cos?(z))? ~ (1+cos?(x))2 (14 cos?(z))?

Zu Teil (v):
Wir wissen, dass die Ableitung von cos genau — sin ist. Wir betrachten nun die Ableitung von
cos?. Es gilt mit der Produktregel:

(cos?(x))" = (cos(x) cos(z)) = —2sin(z) cos(z)
Ferner gilt wieder mit der Produktregel:
(cos*(x)) = (cos?(x) cos?(z)) = 2 cos®(x)(cos?(z)) = —4sin(x) cos®(z)
Mit der zweifachen Anwendung der Gleichung cos(2z) = 2 cos?(x) — 1 gilt dann:

cos(4r) = 2cos’(2z) —1
= 2(2C0$2(:c)—1)2—1
= 2(4cos’(z) —4cos®(z) +1) — 1
= 8cost(x) — 8cos?(x) + 1



Nun kénnen wir die Ableitung von cos(4z) bestimmen.

Zu Teil (vi):
Mit der Quotientenregel folgt:

(

2zt — 52 — 3

312+ Tx

(cos(4x))’

exp(—Sx))l -

(8 cos(x) — 8 cos?(x) + 1),
—32sin(x) cos®(z) + 16 sin(x) cos(z)
—16sin(x) cos(z)(2 cos®(x) — 1)
—16sin(x) cos(x) cos(2x)
—8(2sin(x) cos(x)) cos(2x)
—8sin(2x) cos(2x)
—4sin(4x)

[ ()

(823 — 102)(32% + Tz) — (22* — 522 — 3)(62 + 7)

— 1826 — 78x° — 2524 + 16523 + 13222 + 81x + 21
e

(322 + Tx)?

(322 4 Tx)?

exp(—3x)

xp(—3z)



