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Themen: Konvergenz von Folgen

Aufgabe 1

(i) Sei an, ==Y 1, 2% Zeigen Sie, dass (an)nen monoton wichst und nach oben beschrénkt ist,

n+2

und bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (an)nen. Zeigen Sie dazu induktiv, dass a, = 2— 755

ist.
(ii) Sei (by)nen rekursiv definiert durch
bnfl

1
b1 = — d b,=—--—"-—"—— > 2.
1=5 un n 1+n2"-bn,1’n_

Bestimmen Sie den Grenzwert von (by,)nen, indem Sie induktiv zeigen, dass i =(n—1)2"1 42
ist.

(iii) Seien die nachstehenden Folgen gegeben:

8k* +5 1
C :— W und Sp = E ZCk.

Bestimmen Sie den Grenzwert ¢ von (¢)ren und zeigen Sie, dass auch die Folge (sy,)nen gegen
den gleichen Grenzwert konvergiert. Betrachten Sie dazu die Differenz |s,, — ¢| und schétzen Sie
diese geeignet nach oben ab.

Finden Sie eine Folge (ck)ren, sodass (sp)nen aber nicht (c)ren konvergiert.

Lésungen zu Aufgabe 1

Zu (i): Daan, =Y ;4 2% eine Summe von positiven Zahlen ist, ist die Folge monoton wachsend

und a, > 0. Wir zeigen induktiv, dass a, = 2 — ”2‘*; fir alle n € N gilt. Fiir n = 1 ist

a; = % =2— % Wir schlielen von n nach n 4+ 1. Dann gilt:

n+1k
k=1
n—+1

= an—i‘w
Ind.—vor. n+ 2 n+1
= 205t
B 2(n+2)—(n+1)
- B on+1
B n+3 (n+1)+2
- _2n+1_2_ on+1



Die Folge a,, ist demnach auch nach oben durch 2 beschriankt. Fiir den Grenzwert gilt

n-+ 2

nh_)rroloan :nan;O2— o = 2.
Zu (ii): Wir setzen a,, := i. Dann gilt
1 1 2" - by, 1
anp = — = n nl +n2" = a,—1 +n2".
bn bn—l bn—l
Wir weisen nun induktiv nach, dass a, = (n — 1)2"T! + 2 gilt. Fiir n = 1 ist a; = % =2 =

(1 —1)2'*! + 2. Wir schlieflen von n — 1 nach n. Dann gilt

an—1 + n2"

((n—1) = 1)20=D+ 4 9 4 pon
(n—2)2" + 2+ n2"

(2n —2)2" + 2

(n—1)2"1 42

Qn

(=

Dann ist lim, .. a, = oo und damit lim, .., b, = 0.

Zu (iii): Fiir den Grenzwert von (cy)j gilt:

, . 8k*45 .. 8+ 8
lim ¢ = lim ————5 = lim — =—-=c

Wir betrachten die Differenz |s, — c| mit s, = = >} e

8k2+5
[sn el = Z7+3k2

B 72 8k*+5 8
B 7T+3k2 3
1 3(8K* +5) — 8(7 + 3k?)

2
n 3(7 + 3k2)

1 o 24k2 + 15 — 56 — 24k?)

-~ 2
n e~ 3(7 + 3k?)

13 7+3k2

R
2

f 3 7+3k2

n

41

2 —_
In P k In

1 82
— <

Die Differenz |s,, — ¢| ist also eine Nullfolge. Die Summen s,, konvergieren gegen c fiir n — oo.



Hierbei haben wir ausgenutzt, dass > _, k% < 2 ist fiir alle n. Dies zeigt man wie folgt:

"1 1
> om = 1)
—k k
=1

Sei ¢ = (—1)*. Diese Folge konvergiert nicht. Es ist s, = 2 >°7_ (—1)F = 0, falls n gerade und
Sp = —%, falls n ungerade. Also konvergiert (sy), gegen Null.

Aufgabe 2

(a) Seien a,b > 0 und a1 = Vab und by = 3(a + b). Definiere fiir n > 2 die Folgenglieder

1
ap = W und b, = 5(0171—1 +bn—1)-

Zeigen Sie, dass stets a,, < b, und dass (ay), monoton wichst und (b,), monoton fillt. Zeigen

Sie, dass (an)nen und (by)nen konvergieren, und zwar mit dem gleichen Grenzwert.

(b) Sei (an)nen die durch
al = V2 und Gn+1 = V2+ay

rekursiv definierte Folge. Zeigen Sie, dass die Folge monoton wichst und nach oben beschrankt
ist, ndmlich a, < 2. Berechnen Sie lim,, ..o Gy,.
Losungen zu Aufgabe 2

Zu (a): Es gilt x +y — 2\/zy = (V2 — \/37)2 > 0 fiir alle x,y > 0. Daraus erhalten wir a,, < b,.
Weiter ist QZ—:l = Z—Z >1und byy1 — by = %(an —by) < 0. Wir haben also a1 < a,, < by, < by.
Damit konvergieren beide Folgen gegen Grenzwerte ag bzw. by. Fiir diese gilt aber

1
ag = Vapby, by = 5((10 +bp) .

Das ergibt aber ag = bg.

Zu (b): Induktiv zeigen wir a, < 2. Das gilt fiir a; offensichtlich. Gilt es fiir n, so haben wir
Ani1 = Van, +2 < /2 +2 =2, also gilt die Abschiitzung auch fiir n + 1.

Die Folge wéchst monoton, denn

2 1
e e L
an az = an

Der Grenzwert a der Folge existiert und erfiillt die Gleichung a = /2 4 a. Somit ist a = 2.

=1.

NI \]
DN |

Aufgabe 3 Seien a > 0 und ag > 0. Sei (by,)nen rekursiv definiert durch

b2 + 3a
302 +a "

bl = ap und bn+1 =



(i) Zeigen Sie (induktiv), dass aus ap > v/a bzw. ag < \/a auch b, > v/a bzw. b, < y/a folgt,
indem Sie nachstehende Gleichheit feststellen:

b, — a)3
booa =i = G

(ii) Untersuchen Sie (b, )nen auf Monotonie, indem Sie die Differenz by,41 — b, betrachten und
die Fallunterscheidung ag > v/a bzw. ap < v/a aus (i) benutzen.

(iii) Folgern Sie, dass (by)nen konvergiert und weisen Sie nach, dass der Grenzwert gleich \/a
ist.

Loésungen zu Aufgabe 3

Zu (i): Es gilt:

2
buy1 —Va = ZZ%++San —Va

b + 3aby,
T 32 +a va

b2 + 3ab, — \/a(3b2 + a)
- 302 +a

b3+ 3aby — 3b2/a — av/a
- 302 +a

(bn — Va)?®
T 32 +ta

Ist nun ag > /a, so ist by — v/a > 0. Wir schlieen von n auf n + 1. Ist also b, — \/a > 0, so
folgt mit der obigen Formel, dass auch b, —+/a > 0 ist. Der Fall ap < y/a geht analog.

Zu (ii): Wir haben

b2 + 3a
32 +a

b2
_ n+3a_1 by

302 +a
B b2 +3a—3b2 —a b
B 32 +a "

B —2b% + 2a b
B 302 +a "
a—b?
= 2b, n
(3b% —I-a)

Ist nun ag = by > +/a, so sind nach Teil (i) auch b, > /a, also b2 — a > 0. Die Folge (b,) ist
dann monoton fallend. Im Falle ay = b1 < \/a ist sie monoton steigend.

bn+1 - bn = bn - bn

Zu (iii): Nach Teil (i) und (ii) ist die Folge (by,), konvergent. Sei b ihr Grenzwert. Dann gilt:

b_b2+3a
302 +a
& 3 +a=b+3a
s =a

Aufgabe 4



Ist (an)n eine Folge reeller Zahlen, so bezeichnen wir einen Wert a* als Haufungswert der Folge
(an)n, wenn eine Teilfolge aus (ay,), ausgewihlt werden kann, die gegen a* konvergiert.
Bestimmen Sie zu der Folge
p = ——————

4n 4 5n

und zu der rekursiv definierten Folge
a1 :=ag:=1 und apyo:=apny1 —an, n>1,
alle Haufungswerte.

Loésungen zu Aufgabe 4

Es gilt
Ntk
" 1+ (4/5)"

Dies zeigt, dass 1 und —1 H&ufungswerte sind.

Angenommen, es sei ¢ ¢ {—1,1} ein Hiufungswert und (a,, ); eine Teilfolge mit Limes c. Dann
ist ng fiir unendlich viele k gerade, oder anderenfalls ab einem geniigend grofien kg stets ungerade.
Im ersten Fall strebt eine Teilfolge von (an, )r gegen 1, also kann (ay, ) nicht gegen ¢ konvergiert
haben, im zweiten Fall gilt lim;_,o a,, = —1 # ¢, ebenfalls ein Widerspruch. Somit kann kein
¢ ¢ {—1,1} ein Haufungswert sein.

Wir beobachten, dass

Ap4+6 = Apn45 — Qp4q4 = —Ap43 = _(an—i—Z - an—i—l) = ap

Damit ist an46p = a,, fiir alle p > 1. Die Folgenglieder a1, a2, as, a4, as, ag wiederholen sich bei
Durchlaufung der Folge periodisch. Es ergeben sich die Hiufungswerte a1 = as = 1,a3 = ag =
0,a4 = a5 = —1,.



