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Themen: Konvergenz von Folgen

Aufgabe 1

(i) Sei an ==Y 14 2% Zeigen Sie, dass (an)neny monoton wichst und nach oben beschrénkt ist,
und bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (a,,)nen. Zeigen Sie dazu induktiv, dass a, = 2— ”2—?
ist.

(ii) Sei (by)nen rekursiv definiert durch

1 bn—l
by = - d by=7——F—"7"—n>2
Ty W T T ey, 0

Bestimmen Sie den Grenzwert von (by,)nen, indem Sie induktiv zeigen, dass i = (n—1)2""1 42
ist.

(iii) Seien die nachstehenden Folgen gegeben:

8k% +5

1
= W und Sp +— ; ;Ck.

Ck

Bestimmen Sie den Grenzwert ¢ von (ck)gen und zeigen Sie, dass auch die Folge (sp,)nen gegen
den gleichen Grenzwert konvergiert., Betrachten Sie dazu die Differenz |s,, — ¢| und schétzen Sie
diese geeignet nach oben ab.

Finden Sie eine Folge (c)ken, sodass (Sp)nen aber nicht (c)ren konvergiert.

Aufgabe 2
(a) Seien a,b > 0 und a; = Vab und by = +(a + b). Definiere fiir n > 2 die Folgenglieder

1
ap = W und b, = 5(0171—1 + bn—l)-

Zeigen Sie, dass stets a,, < b, und dass (a,), monoton wichst und (b,,), monoton fillt. Zeigen
Sie, dass (an)nen und (b, )nen konvergieren, und zwar mit dem gleichen Grenzwert.
(b) Sei (an)nen die durch

al = V2 und Gn+1 = V2+ay

rekursiv definierte Folge. Zeigen Sie, dass die Folge monoton wéchst und nach oben beschréankt
ist, ndmlich a,, < 2. Berechnen Sie lim,, oo Gy,.

Aufgabe 3 Seien a > 0 und ag > 0. Sei (by,)nen rekursiv definiert durch

b2 + 3a

b = d bpy1=555—
1=ap un n+1 302 ya "



(i) Zeigen Sie (induktiv), dass aus ap > v/a bzw. ag < v/a auch b, > y/a bzw. b, < y/a folgt,
indem Sie nachstehende Gleichheit feststellen:

b, — a)3
booa =i = Gl

(ii) Untersuchen Sie (b, )nen auf Monotonie, indem Sie die Differenz b,+1 — b, betrachten und

die Fallunterscheidung ag > v/a bzw. ag < v/a aus (i) benutzen.

(iii) Folgern Sie, dass (b, )nen konvergiert und weisen Sie nach, dass der Grenzwert gleich /a
ist.

Aufgabe 4

Ist (an)n eine Folge reeller Zahlen, so bezeichnen wir einen Wert o* als Haufungswert der Folge
(an)n, wenn eine Teilfolge aus (ay,), ausgewihlt werden kann, die gegen a* konvergiert.
Bestimmen Sie zu der Folge

Ty sn

und zu der rekursiv definierten Folge
a;:=ag:=1 und apy2:=apny1 —an, n>1,

alle Haufungswerte.



