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Thema: Lineare Gleichungssysteme und Folgen

Aufgabe 1

1+ 221 + %3}2
2 — %331 — 4332
—3 — 1221 4+ 3x9
3 — 26z1 — 10z

(a) Schreiben Sie den Vektor als Vektor der Form Zy + 171 + x20s.

-,

(b) Stellen Sie das folgende Gleichungssystem als erweiterte Matrix (&7, b) und als Linearkom-
bination von Vektoren der Form Z}l:l x;U; = b dar.

Dy — wy — s+ 3wy =
6.751 - 2.752 - 3$3 =0
—4x1 —2x9+3x3 —3x4 = -5

(c) Sei o die Matrix zum Gleichungssystem aus Teil (b). Sei /! die zu ./ transponierte Matrix,
d.h. die Matrix

2 6 —4
L1 -2 =2
=11 3 03

3 0 -3

Bestimmen Sie jeweils den Rang und den Spaltenraum von &/ und von .2/¢, indem Sie beide
Matrizen auf Zeilenstufenform bringen.

Loésungen zu Aufgabe 1

Zu (1): ,
; 2 E
B B0 AN a2
3 —26 -10
Zu (2): Die erweiterte Matrix zum Gleichungssystem lautet:
2 -1 -1 3 6
6 -2 -3 0 0
-4 -2 3 =3 )



Das Gleichungssystem kann auch geschrieben werden als:

2 -1 -1 3 6
€ 6 +x0| =2 +x3| -3 +24 0 = 0
—4 -2 3 -3 -5

Zu (c): Wir bringen die Matrix <7 in Zeilenstufenform:

3011
2 - =13\ orqpm (2 -0 2By ypom (2 -1 13
6 -2 -3 0] ———{0 -1 0 9 0 -1 0 9
4 -2 3 -3 0 —4 1 3 0 0 -1 33

Der Rang der Matrix 7 ist somit gleich 3. Nun bringen wir die Matrix 7! in Zeilenstufenform.

I+ 211
2 6 —4 I+ 211 2 6 —4 2 6 —4 2 6
-1 -2 -2 3 —2IV 0 2 -8 911 — IV 0 2 -8 3311 + IV 0 2
_— _— _—
-1 -3 3 0 0 2 00 2 0 0
3 0 -3 0 18 —6 0 0 —66 0 0

Die Matrix .27 hat ebenfalls Rang 3. Dies ist wenig verwunderlich, denn stets gilt, dass der Rang
einer Matrix mit dem Rang seiner transponierten Matrix iibereinstimmt.

Die Zeilenoperationen, die auf die Matrix &/ wirken, entsprechen Linearkombinationen der Spal-
tenvektoren der Matrix o/*. Auf der anderen Seite sind Zeilenoperationen auf .z7* Linearkom-
binationen der Spaltenvektoren der Matrix 7. Folglich ist eine Basis des Spaltenraums von &/
gegeben durch

| DN
B

|
o0 N O
N O O

Eine Basis des Spaltenraums von .o7* ist

2 0 0
-1 -1 0
-1’10 ["|-1
3 9 33

Aufgabe 2 Fiir welche s,t € R ist das folgende Gleichungssystem l6sbar?

2x1 + 4dx3 4+ 3x4 + Tx5 =

1 +4xo + 223+ 8x4+3x5 = 0
8ro+13x4 — x5 = -1
xr1 —4x9 + 223 —bry +425 = S

4x1 4+ 8x9 + 8x3 + 1924 + 135 = ¢

Losungen zu Aufgabe 2 Wir bringen die erweiterte Matrix des Gleichungssystems auf Zei-



lenstufenform.

2 0 4 3 7 1 I—om (2 0 4 3 7 1
1 4 2 8 3 o | I-2IV. [0 —8 0 —-13 1 1
0 8 0 13 —1 | -1 v 0 8 0 13 -1 —1
1 -4 2 -5 4 s 0 8 0 13 -1 | 1-—2s
4 8 8 19 13 t 0 -8 0 —-13 1 2t

Man sieht nun leicht, dass s = ¢ = 1 gelten muss, damit das Gleichungssystem l6sbar ist.

Aufgabe 3 Priifen Sie die nachstehenden Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie ggf. den
Grenzwert.

1 4n' +3n* 42 (b) (4n — 2)(3n + 4)?
n 3n3+2n?+3n (2n? + 1)(6n% 4 2)

(a) () Vn3+1—+vn2-1

@ Vi1 (@32 ) L
n?+4 n+1
Loésungen zu Aufgabe 3
Zu (a):
1 4n*+3n2+2 dnt 4302 42 . A+ 35+ 5 4
lim — - = lim = lim n n- _ _
nsoon N3 +2n2+3n nooo3nt4+2n3+3n2  nooo 34 % + % 3
Zu (b):
. (4n—2)(3n +4)? . 36n3 +78n? + 16n — 32
lim = lim =0
n—oo (2n? 4+ 1)(6n? +2) n—oo 12n4 4 10n? + 2
Zu (c):

Fiir n > 2 sind n* > n? + 1 und n* > n? — 1 und somit auch n? > v/n3 + 1 und n? > v/n? — 1.
Dann gilt

3 2 3 2
n’—n*+2 n’—n-+2 p
Vnd+1—yn2-1= = — 2 o2 % 0
Vi3 +1++vn 1 n
Zu (d):
2
lim \/n2+1—\/n2—1:11m =0
n—o0 n—00 \/77,2 +1+ \/n2 -1
Zu (e):
Es folgt aus einem Beispiel aus der Vorlesung nach Satz 4.1.4, dass
5
) _opn’ —1
LS G
Zu (f):
Fiir gerade n erhalten wir
( 1>nn -1  n-1
n+l — n+l
Dies konvergiert gegen 1. Fiir ungerade n erhalten wir
n—1 n—1
1) =(=1)-
(=1) n+1 (=1) n+1

3



Dies konvergiert gegen -1. Die Folge hat also zwei Haufungswerte und kann nicht konvergieren.

Aufgabe 4 Priifen Sie die nachstehenden Folgen auf Konvergenz.

n!

1 n+1
(a) — (b) <1 — 4712_4) (c)ar =1, ant1 =vV2a, (d)ag =az=1, apt1 = ap—an—1

nn

Loésungen zu Aufgabe 4

Zu (a):
Firn >k > 1 gilt: % < 1. Somit:

< —=——— <

S|

Da % gegen 0 konvergiert, konvergiert auch die positive Folge 7% gegen Null.

Zu (b): Es gilt:

1 n+1
4n®* —4=4(n+1)(n—1) und 1Z<1_4n2—4> :
Mit der Bernoulli-Ungleichung folgt somit:
I n+1 1 oo
1>(1- >1- =1- —1
_< 4n2—4> - 4n? — 4 4n — 4

Zu (c): Es gilt a,, = 21-2'"" Das zeigt man induktiv nach n. In der Tat ist die Gleichung richtig,
wenn n = 1. Gilt sie fiir n, so haben wir

Ui = \/m _ \/2 . 21_21771 _ \/22_21771 _ /(21_2771)2 _ 2172*” _ 21721*(n+1)

Es folgt lim,, 00 an = 2.

Zu (d): Es gilt

Up4+7 = An46 — Gpt5 = (Gn+5 - Gn+4) — an45 = —0pi4
Ap4+4 = Ap43 — Ap42 = (an+2 - an—i—l) — Qp42 = —Qp+41
Also ist ap4+7 = ap41 und damit (agrr1)x konstant gleich a; = 1. Aber es ist auch
On+3 = An42 — Gptl1l = Aptl — Gp — Apyl = —dp

Mit a3 = as — a; = 0 folgt asgr = 0 fiir alle k. Unsere Folge hat damit 2 Teilfolgen mit unter-
schiedlichen Grenzwerten, konvergiert also nicht.



