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Themen: Wurzeln, Gleichungen, Ungleichungen

Aufgabe 1 Sei fiir ein a > 1 die k-te Ndherung der n-ten Wurzel rekursiv definiert durch

1 a
= — —1 .
Thi1 = <(” )k + x2_1>

Berechnen Sie jeweils zu den Startwerten z1 = 3 und z1 = 5 die zweiten und dritten Naherungen
der (zweiten) Wurzel von a = 24 und der dritten Wurzel von a = 6. Schreiben Sie die Néherungen
als Bruch und als Dezimalzahl.

Lésungen Aufgabe 1 Startwert 1 = 3 und a = 24. Zum Vergleich: /24 ~ 4, 898979486.

1 24 11
1 /11 24-2 217
= —|—+4+—— ) =—=4,93181
= 2<2+11> g~ HI8
Startwert 1 = 5 und a = 24.
1 24 49
et — — = — = 4
T2 5 <5+ 5) 10 ,9
1/49 24-10 4801
T3 2 <10 + 19 ) 980 , 89897959

Startwert 21 = 3 und @ = 6. Zum Vergleich: /6 ~ 1,817120593.

1 6\ 20 -
— “(2.342)=2_973
T2 3 < + 9> 9 )
1 20 6-92 20374
_ 1.2 _ ~ 1, 886481481
T3 ( o " 202 ) T 1os00 "
Startwert 1 = 5 und a = 6.
1 6\ 256 _
2=y ( * 25) 7
1/, 256 6-75%\ 36085682
_ 1y _ ~ 2, 447216933
s 3 < 75 2562 ) 14745600

Aufgabe 2 Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge folgender Gleichungen.



(a) 322 + 42 —10=0 (b) —5a?+42-10=0 (c)2®>—(p+q)r+pg=0
(d) 223 —3x—-10=0 (e) 2% — 722 = -8 (f) 523 + 152% — 402 + 20 =0
(g) 2*+322 -10=0 (h)32*+222-4=0 (i) 32* + 622 =2

Loésungen zur Aufgabe 2

Zum Losen quadratischer Gleichungen bietet sich die aus der Schule bekannte sog. pg-Formel
an.

(a) 3x2+4x—1020@x2+%x—%:0. Dann ist:

2 [/2\? 10 2. /1 30 2 [3 —2+31
2=y <3>+3 3 Vot 9 =73 V7 3
(b) —53:2—1—43:—10:0(:)3:2—%1’%—2:0.Dannist:

2 4 2 4 50 2 46
Tlo=-44/——2=C4/—— = =Z4,/-—.
275 25 5 25 25 5 25

Die Gleichung hat keine reelle Losung.

(c) Fiir die Gleichung 22 — (p + q)x + pq = 0 erhilt man:

p+qi

P-—9)? »p+q p—q
A + — +
2 4 Pe= "4

4 4 2 4 2 2

_ (p+q)? _p+gq \/(P+Q)2 dpg  p+q
T2 = —pg = + - =

Die Losungen lauten somit z; = p und x2 = q.

Fiir das Losen kubischer Gleichungen 3 + px + ¢ = 0 errate man zunichst eine Losung zo und
l6se dann die quadratische Gleichung 2% + zox + p + 3 = 0 (siehe Vorlesung).

(d) Man sieht leicht, dass z9 = 2 eine Losung der Gleichung 223 — 3z — 10 = 0 ist. Letztere
Gleichung ist dquivalent zu 3 — %x —-5=0.
Man 16se nun die quadratische Gleichung z? + 2z — % +4=0%4+22+ % =0:

5 3
— 14 /1—S=—144/-2
€1,2 2 2

Es gibt fiir die quadratische Gleichung keine reelle Losung. Die einzige Losung bleibt somit
Trog = 2.

(e) Die Zahl mg = —1 ist eine Losung der Gleichung 2% — 722 + 8 = 0. D.h., dass es Zahlen a
und b gibt, so dass gilt:
3 2 _ 2
=T 4+8 = (z+1)(z°+axr+0D)
= 22+ @+ D)%+ Ob+a)r+b
Vergleicht man die Koeffizienten der Monome auf beiden Seite, so erhilt man, dass a = —8 und
b = 8 sein muss. Die Losungen der quadratischen Gleichung 22 —8z+8 = 0 sind 12 =2(2+ V2).

Alternativ kann man x durch t + % ersetzen und erhélt die Gleichung 3 — 4—; — % = 0. Diese
16st man wie in den vorherigen Aufgaben.

(f) Zuniichst teile man die Gleichung 52 + 1522 — 40z 4+ 20 = 0 durch 5 und substituiere
anschliefend mit =z =t — % =t — 1 (Die Methode wurde in der Vorlesung beschrieben). Man



bekommt als neue Gleichung:

0 = (t—1P3+3t—-1)>2*-8(t—1)+4
= (t—1*t—1+3)—8(t—1)+4
(t2—2t+1)(t+2)—8t+8+4
35— 22+t 4+ 2% — At +2 — 8t 4+ 12
t3—11t+14

Dies ist eine Gleichung der Form wie in den beiden vorherigen Aufgaben. Eine Losung dieser
Gleichung ist tg = 2. Man 16se nun die Gleichung t? + 2t — 11 4 4 = 0:

tlo=—1+VI4+7=-1+V8=-1+2V2

Nach Riicksubstitution sind dann die Losungen 29 = =1 —1 = -2 und 12 = -1 £ 2V/2-1=

2(—1++/2).

Biquadratische Gleichungen z* + pz? + ¢ = 0 lassen sich durch die Substitution ¢ = z? auf
quadratische Gleichungen zuriickfiihren.

(g) Die Gleichung z* + 322 — 10 = 0 wird mit t = 2% zu t> + 3t — 10 = 0. Losungen dazu sind:

3 9 3 49 3 7
12 2 \/4+0 27V 27

also t; = 2 und to = —5. Da letztere Zahl negativ ist, kommen nach Riicksubstitution nur die
Losungen x1 2 = +v/2 in Frage.

(h) Die Gleichung 3z* + 222 — 4 = 0 wird mit ¢ = % und nach teilen durch 3 zu t> 4+ 2t — 3 = 0.

Losungen sind:
1 /1 4 1 /13
t12=—5 %4/ ,:_,i 9
1,2 3 9 + 3

Die Zahl t; = —% —/ %3 ist negativ, jedoch nicht to = —= + \/ . Nach Riicksubstitution erhélt

man als Losungen
1 13
=+ - —.
Z1,2 \/— 3 + 9

Die Gleichung 3z* + 622 = 2 wird mit ¢t = 22 und dem Teilen durch 3 zu > + 2t — 2 = 0.
3

Losungen sind:
t10 = 1j:\/1+2— lj:\/g
1,2 = 3 3"

Die Zahl t; = —1 — \/g ist offensichtlich negativ, jedoch nicht ¢t = —1 4 \/g . Nach Riicksubsti-

tution erh&lt man als Losungen
5
T1,2 = 4/ -1+ \/; .

Aufgabe 3 Bestimmen Sie jeweils die Losungsmenge folgender Ungleichungen.

(a) |le =1 =4/ <3 (b) 4z +2| < |z+1] (c)|zlz+52+10>0



Losungen zur Aufgabe 3
Die Betragsfunktion x — |z| ist definiert durch |z| = z, falls z > 0, und |z| = —z, falls x < 0.

(a) Es gilt:

|l —1]—4/<3 & -3<|z—1]—-4<3
1<jz—11<7

1<|z—1 und |z-1|<7
1<|z—=1] und —-7<z-1<7
1<|x—1] und —-6<x<8

to ¢

Ist nun « > 1, so erhiilt man wegen 1 < |z — 1], dass 1 < x — 1 gilt, also 2 < z. Ist < 1, dann
ist 1 < —z+ 1 und somit > 0. Soll also x die Ungleichung 1 < |z — 1] erfiillen, so muss x < 0
oder x > 2 sein. Zusammen mit der Bedingung —6 < z < 8 ergibt sich fiir die Losungemenge

{reR| —-6<z<0}U{reR:2<z<8}.
(b) Es gilt:
4z +2|<|z+1] & —lzr+1]<4dz+2<|zr+1]
& Jr+1>—-4x—2 und 4z +2<|z+1]

Ist £ > —1, so erhélt man die Bedingungen

r+1>—4x—2 und dr+2<z+1

Sr > -3 und 3r < -1

> 5 d < L
T > —= un r< —=
! - 3

Fiir x < —1 muss dann gelten, dass

—x—1>—4x -2 und dr+2<-—x—1
3z > -1 und Sr < -3

1 3
T > —— und < —=
3 5

Die Bedingungen = < —1 und =z > —% konnen gleichzeitig nicht erfiillt werden. Daher ist die

Losungsmenge
3 1
ER| —=-<z<—=5%.
{x s 3}

(c) Sei x > 0. Dann ergibt sich mit quadratischer Erweiterung fiir die linke Seite der Ungleichung:

5\% 25 5\% 15
2

10 = 2) — 2 410= 2) + 2.
z° + bx + 10 <x+2> 1 + 10 <x+2) + 1

Dies ist immer grofier oder gleich 0.
Sei nun « < 0. Dann erhilt man die Ungleichung —22 + 52 + 10 > 0. Es gilt dann:

22 —52—-10<0



[\

- 5 65 _
l’_f —_— —
2 4 =
- 5 2<65
o2 00
2] =4
o V65 _ 5 _ V65
9 = 2= 2
5— /65 V65 +5
< 5 STS T

Also: 5_;/% < x < 0. Als Losungsmenge ergibt sich schliellich

Aufgabe 4 Losen Sie die folgenden Gleichungen.

3
3—x

(@) Vo +1—+3z+4=-1 b)) VI0—z—-V3—2=

Losungen Aufgabe 4

(a)

Ver+1—V3r+4=—-1
(Veri-V3z+4)’=1
c4+1-2y/(x+1)Bx+4) +3z+4=1
do + 4 =2y/(x + 1)(3z + 4)

(4r +4)% = 4(x + 1)(3z + 4)

& dr+1)2=(z+1)(3z+4)

S

Die Zahl xg = —1 16st die letzte Gleichung und ist sogar eine Losung der Ausgangsgleichung.
Dies stellt man durch Einsetzen fest. Ist xg # —1, so lésst sich der Term z 4+ 1 aus der letzten
Gleichung herausdividieren. Man erhélt:

4z+1)=3z+4 2=0.

Die Zahl x1 = 0 ist ebenfalls eine Losung der Ausgangsgleichung. Insgesamt sind die Losungen
also g = —1 und z; = 0.

(b)

3
\/10—x—\/3—x:m
= JA0-—z)3-2)-3-x2)=3
& VJA0-2)3-2)=3+3 -2z
= (10-xz)(3—2)=(6—1x)°
& 30— 13z 4 22 = 36 — 12z + 22
& r=-6

Durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung sieht man, dass x = —6 die Gleichung 16st.



