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1 Grundlagen

1.1 Grundlagen der Aussagenlogik

Definition 1.1. Unter einer Aussage versteht man eine Behauptung, von der eindeutig
entschieden werden kann, ob sie wahr oder falsch ist. Einer Aussage ordnet man die
Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f) zu.

A 49 ist eine Primzahl. (f)
B 49 ist eine Quadratzahl. (w)
C  Wien ist die Hauptstadt der Schweiz. (f)
Beispiel 1.2. D Der Vorkurs Mathematik ist niitzlich.
Keine Aussage, da die Behauptung nicht objektiv als wahr oder falsch klas-
sifiziert werden kann, auch wenn wir hoffen, dass viele von Thnen das am
Kursende subjektiv so empfinden.

Bezeichnung 1.3. Ist A eine Aussage, so bezeichnet —=A (gesprochen ,nicht A“) die
Negation der Aussage A.

—A ist wieder eine Aussage, die wahr ist, wenn A falsch ist und falsch ist, wenn A wahr
15t.

-A

Tabelle 1: Wahrheitstafel von —A

Beispiel1.4. A 2+42=4 (w)
A 24+2#4(f)
B Alle Menschen sind sterblich. (w)
—B Es existiert ein Mensch, der nicht sterblich ist. (f)
Das letzte Beispiel zeigt, dass bei Negationen genau auf die Formulierung
zu achten ist.

C  Alle Menschen sind unsterblich. (f)
C' ist nicht die Negation von Aussage B.
D Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt n 4+ 3 = 6. (f)
—D Es existiert eine natiirliche Zahl n, so dass n + 3 # 6 gilt. (w)

Verkniipfungen von Aussagen

Definition 1.5. Sind A und B Aussagen, so wird durch A A B (gesprochen ,A und B*)
eine neue Aussage, die Konjunktion von A und B definiert.

AN B ist eine wahre Aussage, wenn sowohl A als auch B wahre Aussagen sind. Anders
ausgedriickt ist A A B falsch, wenn (mindestens) eine der beiden Aussagen falsch ist.



1.1 Aussagenlogik

A ANB
w w
w f f
f w f
f f f

Tabelle 2: Wahrheitstafel von A A B

Beispiel 1.6. A 2+2=4(w)
B 49 ist eine Primzahl (f)
C 49 ist eine Quadratzahl (w)
AANB 242=4und 49 ist eine Primzahl (f)
ANC 242 =4und 49 ist eine Quadratzahl (w)
BAC 49 ist eine Primzahl und eine Quadratzahl (f)

Definition 1.7. Sind A und B Aussagen, so wird durch AV B (gesprochen ,,A oder B¥)
eine neue Aussage, die Disjunktion (nicht ausschlieBendes oder) von A und B definiert.
AV B ist wahr, wenn mindestens eine der Aussagen A oder B wahr ist. Anders ausge-
drickt ist A V B nur dann falsch, wenn sowohl A als auch B falsch sind. Meint man
sentweder A oder B¥, so schreibt man AV B und spricht vom ,exklusiven Oder*.

A B AvVvB AVB
wow w f
w f w w
f w w w
f f f f

Tabelle 3: Wahrheitstafel von AV B und AVB

Beispiel 1.8.
A 2+2=4(w)
B 49 ist eine Primzahl (f)
C 49 ist eine Quadratzahl (w)
AV B 24 2=4 oder 49 ist eine Primzahl. (w)
AV C 242 =4 oder 49 ist eine Quadratzahl. (w)
BV C 49 ist eine Primzahl oder eine Quadratzahl. (w)

Bemerkung 1.9. Dieses Beispiel macht noch einmal deutlich, dass sich das aussagen-
logische ,joder* vom iiblichen Sprachgebrauch unterscheidet.

Definition 1.10. Sind A und B Aussagen, so wird durch A = B (gesprochen ,wenn
A dann B¢ oder ,aus A folgt B“) wieder eine Aussage definiert, die Implikation (oder
Folgerung) genannt wird.
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Die Implikation A = B ist nur dann eine falsche Aussage, wenn A wahr und B falsch
ist.

Merke: Aus einer falschen Aussage kann eine wahre Aussage folgen. Aus einer wahren
Aussage folgt aber niemals eine falsche!

A B A=B
w W w
w f f
f w w
f f w

Tabelle 4: Wahrheitstafel von A = B

Beispiel 1.11. A 4 ist Teiler von 8. (w)
B 2 ist Teiler von 8. (w)

A= B Wenn 4 Teiler von 8 ist, dann ist 2 Teiler von 8. (w)

B = A Wenn 2 Teiler von 8 ist, dann ist 4 Teiler von 8. (w)

Beispiel 1.12. A 4 ist Teiler von 10. (f)
B 2 ist Teiler von 10. (w)

A= B Wenn 4 Teiler von 10 ist, dann ist 2 Teiler von 10. (w)

B = A Wenn 2 Teiler von 10 ist, dann ist 4 Teiler von 10. (f)

Bemerkung 1.13. Die Implikation behauptet keinen inhaltlichen Zusammenhang zwi-
schen Voraussetzung und Schlussfolgerung.

Definition 1.14. Sind A und B Aussagen, dann ist (A = B) A (B = A) ebenfalls eine
Aussage, die Aquivalenz A <= B (gesprochen , A dquivalent zu B“ oder ,,A genau dann
wenn B“).

A <= B ist eine wahre Aussage, wenn A und B die gleichen Wahrheitswerte haben,
d. h. entweder beide wahr oder beide falsch sind.

A B A=B B=A A&B
w W w w w
w f f w f
f w w f f
f f w w w

Tabelle 5: Wahrheitstafel von A <= B



Beispiel 1.15.

A 2 ist Teiler von 10. (w)
B 4 ist Teiler von 10. (f)
A= B Wenn 2 Teiler von 10 ist, dann ist 4 Teiler von 10. (f)
B = A Wenn 4 Teiler von 10 ist, dann ist 2 Teiler von 10. (w)
A < B 2 ist Teiler von 10, genau dann wenn 4 Teiler von 10 ist. (f)

1.1 Aussagenlogik

Definition 1.16. Man nennt zwei Verkniipfungen der Aussagen A, B,C,... gleich-
wertig oder dquivalent (Schreibweise: ,,<“), wenn sie bei gleichen Wahrheitswerten fiir
A,B,C,... gleiche Wahrheitswerte annehmen.

Beispiel 1.17. A= B und (-B) =

(—A) sind gleichwertig:

A B A=B -B -A (-B)=(-A)
w W w f f w
w f w f f
f w w f w w
f f w w w w

Tabelle 6: Wahrheitstafel zu (A = B) < ((-B) = (—A4))

Umformungsregeln

ANB <= BAA
(Kommutativgesetz)
AVB <= BVA
AN(BANC) < (AANB)AC o
(Assoziativgesetz)
V(BvV(C) < (AvB)vC
ANBVC) < (AANB)V(ANC) o
(Distributivgesetz)
V(BAC) <= (AVB)A(AVC)
—(-4) = A (Doppelte Verneinung)
“(AAB) < (~A)V(=B)
(Regel von De Morgan)
~(AVB) < (~A)A(=B)
Tabelle 7: Umformungsregeln fiir aussagenlogische Terme
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A B C BAC AA(BAC) AAB (AAB)AC
w O w W w w w w
w w f f f w f
w f w f f f f
w f f f f f f
f w w w f f f
f w f f f f f
f f w f f f f
f f f f f f f

Tabelle 8: Wahrheitstafel zum Assoziativgesetz AN (BAC) <= (AANB)AC

Beispiel 1.18 (Assoziativgesetz).

A: 2 ist Teiler von 6. (w)
B: 3 ist Teiler von 6. (w)
C: 4 ist Teiler von 6. (f)
AN(BAC): 2 Teiler von 6 und (3 und 4 Teiler von 6) (f)

(AANB)AC: (2 und 3 Teiler von 6) und 4 Teiler von 6 (f)
Das Assoziativgesetz besagt, dass die Klammern weggelassen werden diirfen.
AANBAC: 2und 3 und 4 sind Teiler von 6. (f)

Beispiel 1.19 (Doppelte Verneinung).

A 2 ist Teiler von 6. (w)
—A 2 ist nicht Teiler von 6. (f)
—(—=A) Es gilt nicht, dass 2 nicht Teiler von 6 ist. (w)

B Jede Primzahl p > 2 ist ungerade. (w)
—B Es gilt nicht, dass jede Primzahl p > 2 ungerade ist. (f)
bzw. es existiert eine Primzahl p > 2, die gerade ist. (f)
—(—B) Es gilt nicht, dass es eine Primzahl p > 2 gibt, die gerade ist. (w)
bzw. jede Primzahl p > 2 ist ungerade. (w)

Definition 1.20. Eine Aussage, die aus der Verkniipfung mehrerer Aussagen hervorgeht,
ist eine Tautologie, wenn fiir alle moglichen Wahrheitswerte der fiir die Verkniipfung
verwendeten Aussagen, die Aussage insgesamt stets wahr ist.

Beispiel 1.21. e AV (—A), der Satz vom ausgeschlossenen Dritten, ist eine Tauto-
logie. Es regnet oder es regnet nicht — es gibt keine dritte Moglichkeit.



1.1 Aussagenlogik

A -A AV (-A)

w f w

f w w

Tabelle 9: Wahrheitstafel von A V (—A)

o (AN (—A)), das Gesetz vom Widerspruch, ist eine Tautologie. Es regnet und es
regnet nicht ist immer falsch, die Negation daher stets richtig.

A A AAN(—A) —(AA(mA))

w f f w

f w f w

Tabelle 10: Wahrheitstafel von —(A A (—A))

e (A= B) < ((—A) V B) ist eine Tautologie.

A B A=B -A (A VvB (A= B)< ((-A)V B)
w w W f w w
w f f f f w
f w W W w w
f f w w w w

Tabelle 11: Wahrheitstafel von (A = B) <= ((—-A4) V B)

Aussageformen

Definition 1.22. Eine Aussageform ist eine Behauptung, die eine oder mehrere Varia-
blen enthélt. Fine Aussageform wird zu einer Aussage, wenn fiir die Variablen Elemente
des zugehorigen Grundbereiches eingesetzt werden.

Setzt man Elemente des Grundbereiches ein, so dass die Aussageform eine wahre Aussage
ergibt, so nennt man diese Losung der Aussageform.

Beispiel 1.23. Grundbereich: Z (Menge der ganzen Zahlen)
Alz) x4+7=0 ist eine Aussageform mit der Variablen z.
A(=7) —=74+7=0 (w) isteine Aussage mit dem Wahrheitswert (w).
A(0) 04+7=0 (f) isteine Aussage mit dem Wahrheitswert (f).

Bemerkung 1.24. Aussageformen mit demselben Grundbereich kann man wie Aussa-
gen miteinander verkniipfen und erhélt wieder eine Aussageform.
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1.2 Grundlagen der Mengenlehre

Definition 1.25. Als Menge bezeichnet man die Zusammenfassung unterschiedlicher
Objekte, die Elemente genannt werden.

Eine Menge, die kein Element enthélt, heifit leere Menge und wird mit dem Symbol { }
(oder @) bezeichnet.

Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten. Man schreibt
dann A = B.

Beispiel 1.26. e Menge der Teilnehmer am Vorkurs Mathematik
e Menge der Zahlen 2,3,5,7.
e Menge der Telefonnummern in Wuppertal

Bezeichnung 1.27. Mengen werden in der Regel mit grofien Buchstaben, die Elemente
mit kleinen Buchstaben bezeichnet.

o x € A: z ist Element von A.
o v & A: x ist nicht Element von A.

Beschreibung von Mengen

Man unterscheidet die aufzdhlende und die beschreibende Form. Bei der aufzéhlenden
Form werden alle Elemente in beliebiger Reihenfolge zwischen zwei geschweiften Klam-
mern aufgelistet, z. B.

A=1{1,2,3,4,5} oder auch A ={2,5,1,4,3}.

Ha&ufig ist es unpraktisch oder auch nicht moéglich, eine Menge in der aufzdhlenden Form
anzugeben. Bei der beschreibenden Form werden die Elemente mit Hilfe von Aussage-
formen unter Angabe der Grundmenge spezifiziert, z. B.

A={ze€Z:x2>1 Nx<b}={xe€Z:1<z<5}.

Hé&ufig moéchte man logische Aussagen iiber die Elemente einer Menge treffen. Insbeson-
dere ist es interessant ob alle oder zumindest ein Element eine bestimmte Bedingung
(Aussageform) erfiillen. Daher werden die folgenden Abkiirzungen verwendet:
3 es existiert mindestens ein Element in der Menge, das
die folgende Aussage erfiillt
V alle Elemente der Menge erfiillen die folgende Aussa-

ge
Beispiel 1.28.

o Vr € A=1{1,2,3,4,5}: x>0
e JacZ:\Ja¢Z

10



1.2 Mengenlehre

Beziehungen zwischen Mengen

Definition 1.29. A C B (gesprochen , A ist Teilmenge von B“), wenn jedes Element
von A auch Element von B ist, d.h.

ACB<«<= (r€ A=z € B)

Beispiel 1.30.
o A=1{1,2,3,4,5}
e B=1{1,2,3,4,5,6}
e ACB,aber BZ A

Definition 1.31. Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich wenn gilt: (A C B) A
(B C A). Um zu zeigen, dass zwei Mengen A und B gleich sind, verwendet man meistens
diesen Zusammenhang, d.h. man zeigt dass jedes Element a € A auch in B enthalten
ist und dass jedes Element b € B auch in A enthalten ist.
Mochte man ausdriicken, dass A eine echte Teilmenge von B ist, d.h. nicht gleich B, so
schreibt man:

ACB<= (x€e A= x € B)N(A#B)

Beispiel 1.32.
e {1,2,3,4,5} ={2,5,1,4,3}
e {1,2,3,4,5} C {1,2,3,4,5,6}

Verkniipfungen von Mengen

Definition 1.33. Als Durchschnitt AN B zweier Mengen A und B bezeichnet man die
Menge aller Elemente, die zu A und zu B gehoéren, d.h. ANB={z:x€ ANz € B}.
Ist AN B ={ }, so heiflen A und B disjunkt.

Die Vereinigung A U B zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente, die zu A
oder zu B gehéren, d.h. AUB={x:x€ AVx € B}.

e {1,2,3,4,5} N {3,4,5,6,7} = {3,4,5}
e {1,2,3,4,5} U{3,4,5,6,7} = {1,2,3,4,5,6,7}

Die Differenzmenge A\B von A und B ist die Menge aller Elemente von A, die nicht zu
B gehoren, d.h. AA\B={x:2€ ANz & B}.

Das Komplement C(A) (man schreibt auch A) einer Menge A bezogen auf eine Grund-
menge ) besteht aus allen Elementen von €2, die nicht zu A gehoéren, d.h. C(4) = A =
{reQ:zg A} =Q\A

L4 {1?2’ 3? 4’ 5}\{3’ 4? 5? 6? 7} = {1’2}
e Grundmenge Z: C({1,2,3,4,5}) ={x €Z:2 <0 V = > 6}

11
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Beispiel 1.34. Die Grundmenge €2 sei die Menge aller Studierenden an der Bergischen
Universitdt Wuppertal.

I Menge aller Studierenden der Ingenieurwissenschaften

F Menge aller weiblichen Studierenden

M Menge aller ménnlichen Studierenden

S Menge aller Studierenden, die im Unichor singen

B Menge aller Studierenden, die Basketball spielen
Wir iiberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen beschrieben wer-
den koénnen.

O\I Alle Studierenden, die nicht Ingenieurwissenschaften studieren

1US Alle Studierenden, die Ingenieurwissenschaften studieren oder im
Unichor singen

MnNnB Alle ménnlichen Studierenden, die Basketball spielen

I\(BnNS) Studierende der Ingenieurwissenschaften, die nicht sowohl Bas-

ketball spielen als auch im Chor singen

(I\B)U(I\S)  Studierende der Ingenieurwissenschaften, die nicht sowohl Bas-
ketball spielen als auch im Chor singen

C(S)N(SUF)  Studentinnen, die nicht im Chor singen

Regeln fiir die Verkniipfung von Mengen

AUB = BUA

(Kommutativgesetz)
ANB = BNA
AU(BUC) = (AUB)UC .
(Assoziativgesetz)
ANn(BnNnC) = (AnB)NnC
Au(BNnC) = (AUB)N(AUCQ) o
(Distributivgesetz)
AN(BUC) = (ANB)U(ANCQO)
C(AUB) = C(A)NC(B)
(Regel von De Morgan)
C(AnB) = C(A)UC(B)

Tabelle 12: Regeln fiir die Verkniipfung von Mengen

Definition 1.35. Seien A und B Mengen. Unter dem Kreuzprodukt A x B von A und B
versteht man die Menge aller moglichen geordneten Paare (a,b), wobei die erste Kom-
ponente aus A und die zweite Komponente aus B ist, d. h.

Ax B={(a,b) :a€ A be B}.

12



1.3 Zahlenmengen und Rechenregeln

Beispiel 1.36.

{1,2} x{2,3} = {(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)}
1.3 Zahlenmengen und elementare Rechenregeln
Bezeichnung 1.37 (Zahlenmengen).
natiirliche Zahlen N = {1,2,3,...}
ganze Zahlen 7. = {...,-3,-2,-1,0,1,2,... }

rationale Zahlen Q = {™* : m € Z,n € N} Da sich jeder Bruch als endliche oder
periodische Dezimalzahl darstellen lisst (z. B. % = 0.3), kann man die rationalen

Zahlen auch angeben als Q = {x : x endliche oder periodische Dezimalzahl}.

reelle Zahlen R = {x : x endliche oder unendliche Dezimalzahl} Zu den rationalen
Zahlen kommen bei den reellen Zahlen die unendlichen, nichtperiodischen Dezi-
malzahlen dazu. Dies sind die sogenannten irrationalen Zahlen wie z B. m, /2.

Vorzeichenbeschrankung Wenn wir festlegen wollen, dass wir von einer Zahlenmenge
nur die positiven bzw. negativen Elemente betrachten wollen, so kennzeichnen wir

dies mit einem tiefgestellten + oder —, die hochgestellte 0 kennzeichnet, dass die
nichtnegativen bzw. nichtpositiven Zahlen gemeint sind (die Null also eingeschlos-
sen ist)

z. B. Zy ={x€Z:x>0y=N
R ={zcR:z <0}

Definition 1.38 (Intervall). Seien a,b € R mit a < b. Die Menge aller reellen Zahlen
zwischen a und b heiit (endliches) Intervall, a und b heien Randpunkte des Intervalls.
Dabei wird unterschieden, ob Randpunkte zum Intervall dazugehéren oder nicht. Im
einzelnen verwenden wir die folgenden Bezeichnungen.

[a,b] ={r eR:a<x<b} abgeschlossenes Intervall von a bis b
(a,b) ={x eR:a <z <b} offenes Intervall von a bis b

[a,b) ={z eR:a <z <b} halboffenes Intervall von a bis b
(a,b) ={reR:a<x<b} halboffenes Intervall von a bis b

Die Lénge der Intervalle betragt jeweils b — a.

Auch gewisse unbeschrankte Mengen werden als unendliche Intervalle bezeichnet und
mit Hilfe des Symbols oo gekennzeichnet.

[a,00) ={xr e R:a <z}
(a,00) ={zeR:a<a}
(-00,b] ={z e R:2 <b}

13
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(-00,b) ={z e R:z < b}
(-00,00) =R

Merke: Unendlich oo ist keine reelle Zahl und kann deshalb nicht in einem Intervall
liegen.

Rechengesetze (Addition)
Fiir reelle Zahlen a,b,c € R gilt:

at+b=b+a Kommutativitat der Addition
a+(b+c)=(a+b)+c  Assoziativitit der Addition
a+0=a neutrales Element der Addition

a+(—a)=0 inverses Element der Addition

Rechengesetze (Multiplikation)
Fiir reelle Zahlen a,b,c € R,d € R\ {0} gilt:

a-b=b-a Kommutativitat der Multiplikation
a-(b-c)=(a-b)-c Assoziativitat der Multiplikation

a-l=a neutrales Element der Multiplikation

=1 inverses Element der Multiplikation

Rechengesetze (Distributivitatsgesetze)
Fiir reelle Zahlen a,b,c € R gilt:

a-(b+c)=ab+ac

(a+b)-c=ac+bc

Binomische Formeln
Fiir reelle Zahlen a,b,c € R gilt:

(a+b)*=a®+2ab+ b 1. binomische Formel

14



1.3 Zahlenmengen und Rechenregeln

(a—b?=a*>-2ab+ 1 2. binomische Formel

(a+Db)(a—b)=a®>—b? 3. binomische Formel

Bruchrechnung
Ein Bruch ist das Ergebnis einer ganzzahligen Division:

m
m:n=—, m € Z,n €N
n

m heiflt Zdhler, n heiflt Nenner des Bruchs. Briiche mit gleichem Nenner heiflen gleich-
namig.

Merke: Der Nenner eines Bruches ist immer ungleich Null; teile nie durch Null!

Rechnen mit Briichen

% = % Ve e Z\ {0} Erweitern
% — % Ve € 7\ {0} Kiirzen
% + g _ ¢ —;)_ ¢ Addieren (gleichnamig)
a ¢ a-d cb a-d+b-c
4= = Addi H
; + 5= + T g ddieren (Hauptnenner)
a ¢ a-c e
T T Multiplizieren
d d
% : g - % 2= ‘b‘_c Dividieren
Beispiel 1.39.
1 1-3 3 .
553" % Erweitern
3 = 3:3 = 1 Kiirzen
6 6:3 2
1 3 143 4 . . .
3 + 3= 5 T3= 2 Addieren (gleichnamig)
1 2 1-3 2-2 3 4 7
3 + 353 + T5°% + 56 Addieren (Hauptnenner)
21 2.1 2 1
.= _=-Z == Multiplizieren
3 2 32 6 3
1 1 1 2
.2 =2.2-9 Dividieren
1 2 1 1

15
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1.4 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen und Betrage

Potenzen und Wurzeln

Definition 1.40. Fiir a € R, n € IN ist

at=a-a-...-qa
—_————
n Faktoren

die n-te Potenz von a. Dabei heifit a Basis und n Ezponent.
Fir a # 0 ist:

Fir a € R ist die n-te Wurzel aus a

1

ar = {a

die eindeutig bestimmte nichinegative Zahl, deren n-te Potenz a ergibt.
Firae Ry, n e N, m € Z ist

Beispiel 1.41.

20=2.2.2.2.2=232
L, 11

329
161 =v16 =2, da2* =16

13 = (Vi)' = VP =38

P

Beispiel 1.42. Herr Huber legt bei seiner Bank einen Betrag von Ky € mit einer
Zinsrate von p% jahrlich an. Die Zinsen werden jeweils am Jahresende gutgeschrieben
und dem Anlagebetrag zugeschlagen.

Sein Guthaben betriagt nach

einem Jahr: K; :Ko—|—K0-i :K0-<1—|—i)

100 100
. p D 2
hren: Ko=Ki+ K- — =Ko - (1+ ==
zwei Jahren 2 1+ K 100 0 ( + 100)

. _ P P A"
n Jahren: Ky = Kooy + Koot - 155 = Ko (1 + )

Dies ist die Zinseszinsformel.
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1.4 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen und Betrége

Rechenregeln fiir Potenzen
Fir a,b € Ry und r, s € Q gilt:

> a -a=a

_ r—s
> pri a
a\" a”
| 2 (—) = — = aT’ b—T’
b br
> abT — a(br)

Beispiel 1.43.
2
7 =aF) =47 =g aber (£8) = (1442 =432 =40
(27x3py6q2127")% 3Py

V@ P s
e

Beispiel 1.44. Treten Summen von Quadratwurzeln im Nenner eines Bruchs auf, so
kann man den Nenner mit Hilfe der 3. binomischen Formel rational machen:

V2 oo V2 (/3 —/13) _V6-Vv26 _ V26 -V6
V34+ V13 (V3+VI3)(V3 V13 3-13 10

Logarithmen

Definition 1.45. Seien a € R4 \{1} (d.h. positiv und ungleich 1) und x € R. Dann
ist log,  der Logarithmus von x zur Basis a derjenige Exponent, mit dem a potenziert
werden muss, um x zu erhalten:

log, 2 =2<=a*"=2x.

Fiir Logarithmen zur Basis 10 verwendet man statt log;; « auch abkiirzend die Schreib-
weise lgz, fiir Logarithmen zur Basis e &~ 2,71828182, den natiirlichen Logarithmus,
schreibt man statt log, « auch Inz.

17
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Beispiel 1.46.

log, 8 = 3,

lg 100 = 2,

logg 3 =

0 = -

29 2’

log1 9 = -2,
3

log, 1024 = 10,
log, 1 =0,

log,a =1,

denn 2% = 8

denn 10% = 100
denn 9% = \/§ =3

1 -2 2
denn (g) =3"=9
denn 20 = 1024

denmna® =1 VaeR,\ {1}

denna' =a Vae Ry \ {1}

Rechenregeln fiir Logarithmen
Fir a € Ry\{1}, z,y € R4 und p € R gilt:

> aloga:v —
> log, (") ==z
> log, (zy) = log, z +log, y

v

log,, (g) =log,z —log,y

»  log, 2P =plog,x

log,, =

> log, z =log, b-log, z bzw. log, x =

log, b

Die ersten beiden Regeln bedeuten, dass das Logarithmieren die Anwendung der ent-
sprechenden Exponentialfunktion ,rickgingig macht“ Die letzte Regel verwendet man
insbesondere zur Umrechnung in andere Basen.

Beispiel 1.47. Fiir x > 0 gilt

log,(82%) = logy 8 + logy 2% = 3 + 2logy

100
lg(—5) =1g100 —lgz® =2 —5lgx
X

Umrechnen in eine andere Basis:

1g 100 2
logy 100 = =——— =
082 1g 2

lg 2

18



1.4 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen und Betrége

Beispiel 1.48. Der radioaktive Zerfall ist ein exponentieller Prozess, d. h. es gilt: A(t) =
Ag e wobei X die sog. Zerfallskonstante (Einheit pro Zeit) ist, die von der Halbwerts-
zeit Ty /5 abhéngt.

1
AO G_ATl/Q = §A0

ATy —

DO | —

~— €

1
ATy =In-
<~ 1/2 n2

Inl—In2 In2
— A= =

Ty Tip

Fiir das hiufigste natiirlich vorkommende Uran Isotop ist 238U, mit einer Halbwertszeit
von Tj/5 = 4,468 - 10° a (Jahre) =~ 1,409 - 107 s ergibt sich so eine Zerfallskonstante
A~4,919-10718 1

Betrage reeller Zahlen

Definition 1.49. Unter dem Betrag einer reellen Zahl a versteht man geometrisch den
Abstand von a zum Ursprung auf der reellen Zahlengeraden, d. h.

al a falls a > 0
al =
—a fallsa <0

Beispiel 1.50.

4] =4
-5/ =5
0] =0

T — 2 fallsz —2>0
v =2 =
—(x—2) fallsz—2<0

r—2 fallsx >2

2—x fallsz <2

= \x—Q\:{

Sind 1 und x5 zwei beliebige reelle Zahlen, so ist der Abstand von z; und x5 auf der
Zahlengeraden

1 —x9 fallszy >z, dh. 21 —29>0

xo —x1 falls g >z, d. h. 1 —x9 <O0.
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Somit gibt
T1 — To falls 1 > x4

|2 — 21| = |71 — 22| = {

—(z1 —x2) falls 1 < z9

den Abstand zwischen x; und xs auf der Zahlengeraden an.

Beispiel 1.51.

e Abstand zwischen 2 und 8: [2—8| =|—6|=6
e Abstand zwischen —5 und 10: | — 5 —10| = | — 15| =15
e Abstand zwischen —7 und —3: | -7 — (=-3)|=|—4| =4

1.5 Trigonometrie

Die Trigonometrie ist die Untersuchung der Seitenverhéltnisse und Winkelgréfien in Drei-
ecken. So kann man zum Beispiel aus den drei Seitenldngen die Winkel und aus den drei
Winkeln das Verhéltnis der Seitenldngen zu einander bestimmen.

Definition 1.52. Zwei geometrische Figuren (z.B. Dreiecke), die deckungsgleich sind
(d. h. durch Verschiebungen und Drehungen zur Deckung gebracht werden kénnen), hei-
Ben kongruent.

Zwei Figuren heiflen dhnlich, wenn sie durch Verschiebungen, Drehungen und Skalierung
zur Deckung gebracht werden kénnen.

Folgerung 1.53. Zwei Dreiecke, die gleiche Seitenlingen besitzen, sind folglich kongru-
ent. Sind die Winkel in zwei Dreiecken gleich grofs, so sind die Dreiecke dhnlich.

Winkel kénnen im Bogenmafl w € [0,27) oder im Gradma$l o € [0°,360°) angegeben
werden. Wobei 27 bzw. 360° den Vollkreis beschreiben. Der Wert des Bogenmafes ent-
spricht der Lange der Kreislinie eines Sektors des Winkels im Einheitskreis.

1. Quadrant 2. Quadrant

Gradmaf 0°  30° 45° 60° 90° 120° 135° 150°

Bogenmaf 0 z z z z %ﬂ :%r 567r
3. Quadrant 4. Quadrant

Gradmafi  180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°

Vs 51 Y 3 57 7T 117
Bogenmaﬁ ™ 5 vy 3 -5 3 T 6 2

Die Seitenverhéltnisse im rechtwinkligen Dreieck hdngen nur vom Winkel « ab.
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1.5 Trigonometrie

Abbildung 1: Strahlensatz am rechtwinkligen Dreieck

Da die Strecken a und a’ parallel sind, gilt nach dem Strahlensatz:

b b_’ Ankathete

C C

- Hypotenuse

a a  Gegenkathete
c ~ Hypotenuse

a_a Gegenkathete
b V¥  Ankathete

Die trigonometrischen Funktionen beschreiben den Zusammenhang zwischen der Groéfe
eines Winkels im rechtwinkligen Dreieck und dem Verhéltnis der Seitenléngen:

. a  Gegenkathete
siha=—-=—"————
¢ Hypothenuse
. b Ankathete
coso=-=———"———
¢ Hypothenuse
¢ a  Gegenkathete  sina
anq = — = =
b Ankathete cos «
‘ b Ankathete cos «
cota=— = =
a  Gegenkathete  sina

Die sogenannten Additionstheoreme beschreiben Umrechnungsregeln fiir trigonometri-
sche Funktionen.

1. Summen und Differenzen von Winkeln

sin(a + ) = sina - cos f + cos a - sin

cos(a+ ) = cosa - cos B Fsina -sin f

2. Doppelter Winkel

sin(2a) =2 sina - cos
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cot o

sin o
tan o

0 COS ¢ 1

Abbildung 2: Trigonometrische Funktionen im Rechtwinkligen Dreieck

2

cos(2a) =2 cos“a—1

3. Trigonometrischer Pythagoras

2

sin?a +cos’a =1

Wichtige Werte der Winkelfunktionen

Im Allgemeinen kann man die Werte der trigonometrischen Funktionen nur numerisch
berechnen. Fiir bestimmte Winkel jedoch kann man die Werte von Sinus, Kosinus und
Tangens exakt bestimmen.

Gradmaf 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150°
Bogenmalf 0 5 T z z %ﬂ %ﬂ 5777
i R
cos 1 @ ‘/75 % 0 _% _ @ _ @
tan 0 @ 1 V3 — /3 1 _@

Gradmafl 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
Bogenmaf T i 2 = 3 s In 1x o
i o 1 2 2 1 2 & 1 o
S s A LA T A S
tan 0 o] 1 V3 - =3 -1 =¥ 0
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1.6 Notation, Abkiirzungen und co.

1.6 Notation, Abkiirzungen und co.

Summenzeichen

Das Summenzeichen verwendet man um (lange oder unendliche) Summen von Termen

darzustellen, die nach einem einfachen Schema aufgebaut sind.

n

Zai:al—i—ag—i—ag—i—...—i—an

i=1
Beispiel 1.54.

10
D i=142+3+44+5+64+7+8+9+10=55
1=1
zn:i_n(n—kl)
1=1 2

4

Y (2k—1)=1+3+5+7=16

k=1
10001—1+1+1+1+ R
SY 20408 160 T 21007

Beispiel 1.55. Einer Legende zufolge soll der Erfinder des Schachspiels bei einem Ko-
nig einen Wunsch frei gehabt haben. Worauf er sich ein Schachbrett voller Reiskérner
wiinschte und zwar auf dem ersten Feld des Schachbretts ein Reiskorn, auf dem zweiten
zwei, auf dem dritten vier, ...auf jedem Feld doppelt so viele Reiskdrner wie auf dem

Feld zuvor. Insgesamt also:
63
dooi=2042t 422423420+ 20 420
i=0

— 18.446.744.073.709.551.615 ~ 1,8 - 10'°

Ein Reiskorn wiegt ca. 0,025 g, damit ergibt sich ein Gesamtgewicht von ca. 461 Mrd. t,

das rund 600-fache der jahrlichen, weltweiten Reisproduktion.

Fakultat

Das Produkt der ersten n natiirlichen Zahlen, kiirzt man mit n! (sprich n-Fakultét) ab.

{1 fiir n = 0
nl =

n-(n—1)!" sonst

Beispiel 1.56.

=1 41 =24
21=2 5! =120
3l=6 10! = 3628800
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Permutationen
Haben wir allgemein eine Menge mit n Elementen gegeben, so bezeichnen wir jede mog-
liche Anordnung der n Elemente als Permutation der Elemente.

Satz 1.57. Sein € IN. Es gibt
n-(n—1)-n—-2)----- 2-1=n!

Maéglichkeiten, n unterscheidbare Elemente anzuordnen.

Binomialkoeffizienten
Fiir n, k € IN mit & < n definiert man den Binomialkoeffizient als:

n\ n!
k] (n—k)k!
Eigenschaften der Binomialkoeffizienten
n n
= = 1
n\ n
k]l \n—k
n n—1 n—1 ) ...
<k> = ( i ) + (k‘ B 1) rekursive Definition

Das Pascalsche Dreieck

(gesprochen ,n iiber k“).

Abbildung 3: Das Pascalsche Dreieck illustriert die rekursive Eigenschaft der Binomi-
alkoeflizienten. Jeder Binomialkoeffizient berechnet sich als Summe der
beidem tuber ihm stehenden Binomialkoeflizienten.
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1.6 Notation, Abkiirzungen und co.

Der binomische Lehrsatz
Fiir a,b € R und n € IN gilt:

Beispiel 1.58.
» (a+0b)*=da’>+2ab+ b
> (a—b)°=(a+ (=b)°=0d® - 5a* b+ 10a> b* — 10a> b* + 5ab* — b°

> (42’ +y)’ =

_ <§> (4x2)0y3 4 <:1)>> (4x2)1y2+ @) (4902)2 i <§> (4902)3 Y0

=642° + 482ty + 1222y + 43

Ziehen ohne Unterscheidung der Reihenfolge

Beispiel 1.59. Beim Lotto 6 aus 49 werden bei einem Tipp 6 verschiedene Zahlen
aus den Zahlen von 1 bis 49 ausgewéhlt. Wie viele Moglichkeiten gibt es, einen Tipp
abzugeben?

Wir starten mit folgender Uberlegung: Wenn wir zunichst die Reihenfolge der getippten
Zahlen beriicksichtigen, so gibt es 49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44 Moglichkeiten.

Die Reihenfolge (in der die Kugeln fallen, bzw. die Zahlen getippt werden) ist aber
unerheblich. 1,2,7,15,17,39 und 2,7,39,15,17,1 beschreiben den gleichen Tipp, das
gleiche Ergebnis. Man kann diese 6 Zahlen auf 6! verschiedene Arten anordnen, ohne
dass sich der Tipp éndert.

Bei den oben genannten 49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44 Moglichkeiten kommt also jeder Tipp 6!
mal vor. Um die Anzahl der verschiedenen Tipps zu erhalten, muss man also noch durch
6! dividieren.

Es gibt also

4948 -47-46-45-44
6!

= 13983816 verschiedene Tipps.

Seien k,n € IN mit k& < n. Von n Elementen lassen sich k£ Elemente ohne Beriicksichtigung
der Reihenfolge auf

(n) n-m—=1))-n—=2)-----(n—k+1)
k!

Arten auswahlen.
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2 Gleichungen

2 Gleichungen

Aquivalenzumformungen

Definition 2.1 (dquivalente Gleichungen). Zwei Gleichungen, die die selbe Losungs-
menge haben, heiflen dquivalent (man schreibt <=).

FEine Gleichung impliziert eine andere Gleichung, wenn ihre Losungsmenge eine Teilmen-
ge der Losungsmenge der zweiten Gleichung ist. In anderen Worten: Ist ein Wert Losung
der ersten Gleichung, dann auch der zweiten Gleichung (man schreibt =). Die zweite
Gleichung kann aber zusétzliche Lésungen haben, die die erste Gleichung nicht 16sen.

Beispiel 2.2.

e 32+3=24 <= x=-7

er=7= 22=49 & (x=T7 Va=-7)
elementare Aquivalenzumformungen

e Addition/Subtraktion einer reellen Zahl oder eines Terms auf beiden Seiten der
Gleichung

e Multiplikation/Division mit einer reellen Zahl ungleich Null oder mit einem Term,
der nicht gleich Null ist.

Losen von Gleichungen

Zunachst muss man bestimmen, fiir welche Werte eine Gleichung {iberhaupt zuléssig ist,
d.h. es muss die Definitonsmenge D der Gleichung bestimmt werden. Wenn keine wei-
teren Einschrénkungen vorgegeben sind, nehmen wir als Grundmenge meist die reellen
Zahlen an.

Bei jeder Umformung einer Gleichung muss man sich Klarheit dariiber verschaffen, ob
es sich um eine Aquivalenzumformung handelt.

Anschlieflend ergibt sich die Losungsmenge der Gleichung als:

L={ze€D: zlost die Gleichung}

Beispiel 2.3. Fiir welche Werte von p gilt die Gleichung

6~ 5(2—3) =30 —p) ~ (0 +2)7

Definitionsmenge der Gleichung: D = R Losen der Gleichung:

1 7
6p — 5(21) -3)=31-p) — 6(1) +2) ‘ ausmultiplizieren
3 7 7
— 6p—p+ 5= 3—3p— Ep —3 ‘ zusammenfassen
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2.1 Quadratische Gleichungen

= 5 +§_2_§ ‘+§ 3
P37 %7 6?3
= % _ .5 ‘ 6
67 6 55
5 6
— pP=-Z'= ‘ kiirzen
6 55
<~ — L
P="1
.. 1
Losungsmenge: I = {_ﬁ

Beispiel 2.4. Fiir welche Werte von z gilt die Gleichung

222 + 5x — 9 2
= +17
z(x + 3) x+3

Definitionsmenge der Gleichung: D = R\ {0, —3} (da Division durch Null nicht erlaubt)
Losen der Gleichung;:

202 + 52— 9 2
= 1 . 3) mit 0A -3
z(z +3) 713" ‘ He+3)mite£0A T~

=202 45 —9=20+2>+3x ANz #A0ANx#-3 } — 22 -5z +9

=2 =9ANz#0Az#-3
= (r=3Ve=-3) Ax#0Ax#-3
= z=3

Losungsmenge: I = {3}
Allgemeines Vorgehen
e Bestimmung der Definitionsmenge der Gleichung

e Mit Hilfe von Aquivalenzumformungen werden alle Terme in denen die Unbekannte
auftritt auf eine Seite der Gleichung gebracht, alle Terme die unabhéngig von der
Unbekannten sind auf die andere Seite.

e Zusammenfassen der Terme auf beiden Seiten der Gleichung (z. B. durch Ausklam-
mern), Isolierung der Unbekannten

2.1 Quadratische Gleichungen

Gesucht sind die Losungen der quadratischen Gleichung

arx?+br+c=0mita#0.
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Mit den Abkiirzungen p = g und g = £ ist dies dquivalent zu

2 4+pr+q=0

der quadratischen Gleichung in Normalform. Mittels quadratischer Ergéinzung erhalten
wir:

2 4+pr+q¢=0 ‘quadratische Ergénzung
N R I
— (e () -

Es konnen nun verschiedene Falle eintreten.

1. Fall: (%)2 —q < 0 Dann hat die quadratische Gleichung keine Losung, da das Quadrat
auf der linken Seite stets nichtnegativ ist: L = { }.

2. Fall: (5)? — ¢ =0. Dann ist
P\? _
<:>x+g:0
p
= z=-C
T

Die quadratische Gleichung hat also eine (doppelte) Losung, d. h. die Losungsmen-
ge L = {-L}.

3. Fall: (5)> — ¢ > 0. Dann ist

() )

otz @f_q

@x:—gi (g)Q—Q

Die quadratische Gleichung hat also zwei verschiedene Losungen, wenn (g)Q—q > 0,
d. h. die Losungsmenge

]L:{—%er, —g—m}-
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2.1 Quadratische Gleichungen

Definition 2.5 (Diskriminante). Der Term

(5) -

heit Diskriminante der quadratischen Gleichung x? + px + ¢ = 0.
Am Vorzeichen der Diskriminante kann man die Losbarkeit der quadratischen Gleichung
ablesen:

)2 —q <0 = keine Losung

—~

—
"R R NI

)2 —q¢=0 = eine (doppelte) Losung

(8) —¢>0 = zwei verschiedene Lisungen

Beispiel 2.6. Gesucht ist die Losungsmenge der Gleichung: 22 — 32 + 2 = 0.

Fiir die Diskriminante gilt (2)2 — 2 = 1 > 0; es gibt also zwei verschiedene reelle
Losungen.
2 —
x*=3x+2=0
3 32
3 .1
= r=—-+—
2 2
—=zrx=2Vzr=1
— L ={1,2}
Beispiel 2.7. Gesucht ist die Losungsmenge der Gleichung: 22 — z 4+ 2 = 0.
Fiir die Diskriminante gilt (3)2 —2 = —Z < 0; es gibt also keine reelle Lésung.
Somit: I = { }

Faktorisierung

Hat man, falls vorhanden, die reellen Lésungen einer quadratischen Gleichung bestimmt,
so kann man den quadratischen Term faktorisieren, d.h. den Term in Linearfaktoren
zerlegen.

Sind 21 und x5 Losungen der quadratischen Gleichung 22 +pa + ¢ = 0, so gilt:

x2+px+q:(ac—x1)(m—m2).

Beispiel 2.8. Bestimmen Sie, falls moglich, die Zerlegung von 22 + %x - % in Linear-
faktoren.

Wir berechnen dazu die Lésungen der Gleichung 22 + %x—% = 0 Fiir die Diskriminante
gilt (1—12)2 + % = % > 0; es gibt also zwei verschiedene reelle Losungen.
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11
2
+ir—2=0
TN T3
1 12 1
== =) +=
YT (12) 3
17
:——:l:—
TR TR
< V 2
r==-Vzxr=-—
2 3

Der quadratische Term lésst sich also in Linearfaktoren zerlegen:

2t o =5 =2(0=3) (e )

Spezialfalle quadratischer Gleichungen

Ist in einer quadratischen Gleichung ¢ = 0, so ldsst sich az? 4+ bz = 0 einfacher durch
Ausklammern 16sen.

Merke: Die Gleichung darf nicht durch x dividiert werden. Die Lésung x = 0 wiirde

sonst ,verloren gehen®

Beispiel 2.9. Gesucht sind die Losungen der Gleichung 222 + 3z = 0.
202 +3r =0 <= 222 +3) =0
= z=0V 2x4+3=0

3
<— =0 \/ZC:—§

3
L={0 -
— {o, 2}

Einige quadratische Gleichungen lassen sich auch einfach durch Anwendung einer bino-
mischen Formel 16sen.

(a+b)* = a® + 2ab + b*
(a—b)?=a%—2ab+1?
(a—b)(a+b) =a® - b?
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2.2 Polynomgleichungen

Beispiel 2.10. Gesucht sind die Losungen der Gleichung 422 — 122 + 9 = 0.

42 +1224+9=0+= (2r -3)2 =0
—=22-3=0

2}

— T ==

:}]L:

— D] W
N W

2.2 Polynomgleichungen

Gleichungen der Form

also zum Beispiel 327 — 52 + 22 = 0 werden wir im Kapitel 4.3 untersuchen, da diese
Gleichungen auch bei der Bestimmung der Nullstellen von Polynomfunktionen auftreten.

2.3 Potenzgleichungen
Beispiel 2.11.
a) z1=16 = z=+V16

<— r=-2Vz=2
= L=1{-2,2}

b) 2% = —64 ist in R nicht lésbar, da bei einem geraden Exponenten

die Potenz nicht negativ werden kann.

= L={}
c) =64 <= r=-V64

— =4

= L ={-4}

Losung von Gleichungen der Form z" = a
Allgemein gilt fiir die Losungsmenge einer Gleichung der Form z” = a mit ¢ € R und
n € IN:
n gerade und a > 0: L = {-a, {/a}
n gerade und a =0: L= {0}
n gerade und a <0: L={}
n ungerade und a > 0: L = {{/a}
n ungerade und a = 0: L = {0}
n ungerade und a < 0: L = {-{/-a}
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2.4 Wourzelgleichungen

Gleichungen, in denen die Unbekannte als Argument von einer (oder mehreren Wurzeln)
vorkommt, nennt man Wurzelgleichungen.

Beispiel 2.12.

<~ x=-23

Losungsstrategie von Wurzelgleichungen

1.

2.

Bestimmen der Definitionsmenge

Eliminieren der Wurzeln durch Potenzieren der Gleichung mit dem selben Expo-
nenten (bei Quadratwurzeln Quadrieren). Der Wurzelterm sollte dazu isoliert auf
einer Seite der Gleichung stehen (alle anderen Terme auf der anderen Seite).

. Sind alle Wurzeln eliminiert, kann die Losung der entstandenen Gleichung be-

stimmt werden.

Probe: Einsetzen der Lésungen in die Ursprungsgleichung, Uberpriifung ob die
errechneten Werte die urspriingliche Gleichung 16sen.

Beispiel 2.13 (Warum braucht man eine Probe?).

V5 —B—u D:R\(_gﬁ,z@

— 52° — 8 = 22

—42* =38
— 2=2
<:>x:\/§\/x:—\/§
ke _ 3

Bemerkung 2.14. Das Quadrieren der Gleichung ist keine Aquivalenzumformung, son-
dern nur eine Implikation. Das heiflt, die neue Gleichung hat unter Umstdnden mehr
Losungen als die Ursprungsgleichung.

Beispiel 2.15.
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2.5 Gleichungen mit Betrdgen

= \Jr=x-2

— =2’ —4dz+4
=2’ -5r+4=0
< (z—-1)(z—-4)=0
< x=1Vzx=14

Durch Einsetzen in die Ursprungsgleichung stellt man fest, dass nur x = 4 Losung ist
= L= {4}

2.5 Gleichungen mit Betragen

Beim Losen von Gleichungen mit Betragen ist es wichtig, genau auf die nétigen Fallun-
terscheidungen zu achten.

Fiir jeden einzelnen Betrag muss dazu iiberlegt werden, fiir welche Werte der Variablen
das Argument des Betrags positiv oder negativ ist.

Beispiel 2.16. Gesucht sind die Losungen der Gleichung

|3z — 2| =5.
3r — 2 fallst%
|3z — 2| =
2 — 3x fallsx<%
1. Fall: x> 3.
|3z —2|=5
<—3rx—-2=5
<= 3x=7
< 7
T = -
3
7
= Li={3}
2. Fall:x<%.
|3z —2| =5

<—2-3x=5
<= —3r=3
—x=-1

= Ly = {-1}
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Die Losungsmenge von |3z — 2| = 5 ergibt sich nun als Vereinigungsmenge von IL; und

Ly, d.h.

L:Lun@:{—Lg}

Beispiel 2.17. Gesucht sind die Losungen der Gleichung
|3z — 2| = |z — 5]|.

win Wi

2—3x fallsz <

z—5 fallsx >5
|z — 5| =

3z —2 fallsxz >
|3z — 2| =

5—x fallsx <5

Damit miissen drei Falle betrachtet werden: x < % , % <z <bundz > 5.
1. Foll: x > 5.
|3z — 2| = |x — 5|
<=3 xr—-2=x-5

— 2rx = -3
3 —325
—=r=-3 = L, ={}
2. Fall: 3 <z <5.
|3z — 2| = |x — 5|
<=3 r—-2=5—-=x
= dx=7
7 7
3. Fall: © < 3.
|3z — 2| = |z — 5|
—=2-3rx=5—2
= —3=2
3 3
<:>$:—§ :>]L3:{—§}
Die Losungsmenge von |3x — 2| = |z — 5| ergibt sich wieder als Vereinigungsmenge der
einzelnen Losungsmengen, d. h.
37
E:Euﬂbumgz{—?z}.
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2.6 Exponentialgleichungen

Bemerkung 2.18. Zur Losung von Gleichungen mit Betragen muss jeder Betrag mit-
tels Fallunterscheidung aufgelést werden. Damit erhélt man fiir jeden dieser Félle eine
Gleichung, die auf einem Intervall giiltig ist.

Eine Losung einer solchen Teilintervall-Gleichung ist jedoch nur dann Loésung der Be-
tragsgleichung, wenn sie innerhalb des zugehorigen Intervalls liegt.

2.6 Exponentialgleichungen
Die Losung einer einfachen Exponentialgleichung
a®=b mit a,b >0, a # 1

erhélt man durch Anwenden des Logarithmus zur Basis a als

x =log, b,
da log, a® = z -log,a = .
Beispiel 2.19.
1
15" = —
225

1

T = 10g15 1572
= xr=-2
— L ={-2}

Beispiel 2.20.
2 =3

<~z =1logy3
= IL = {log, 3}

Will man mit dem Taschenrechner einen Néherungswert fiir die Losung berechnen, so
muss man log, 3 in einen Quotienten aus Logarithmen zur Basis 10 oder e umwandeln,

d.h.
lg3 In3 _

—— = — = 1,58.
lg2 In2 ’

logy 3 =
Beispiel 2.21 (Radioaktiver Zerfall). Zur Erkennung von einigen Schilddriisenerkran-
kungen wird vom Patienten eine sog. Schilddriisenszintigraphie aufgenommen. Dem Pa-
tient wird dazu radioaktives Jod (meist 231 oder 1) gespritzt, dieses lagert sich in
der Schilddriise ab. Die wéhrend des Zerfallsprozesses abgegebene v-Strahlung wird von
einem Detektor aufgefangen, wodurch eine Bildaufnahme der Schilddriise berechnet wer-
den kann. 1?3 besitzt eine Halbwertszeit von ca. 13 Stunden, '3'I von ca. 8 Tagen. Nach
wie vielen Stunden sind weniger als 1 Promille der Anfangsdosis vorhanden?
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Wir bezeichnen die Anfangsdosis mit Dy und die im Koérper verbliebene Dosis radioak-
tiven Jods nach der Zeit ¢ mit D(¢) (wir rechnen ¢ einheitlich in Stunden um).

Fiir 21 Fiir 31
In2 In2
A = — _ -
T T
D(t1) = 0,001 - Dy = Dye ™" D(t3) = 0,001 - Dy = Dy e 2%
<= In0,001 = =)\ t; <= In 0,001 = —Aoto
In 0,001 In 0,001
<:>t1:—n)\’7w129,56 <:>t2:—n)\’7%1913,43
1 2

Beispiel 2.22. Ein DIN-A4-Blatt hat eine Stérke von etwa 0,06 mm. Wie oft miisste
man das Blatt falten, bis die Dicke des gefalteten Blattes so grof} ist, wie die Entfernung
Erde — Mond (ca. 300000 km)?

Umrechnung in km: 0,06 mm = 6 - 10~8 km

6-107% - 2% = 300000
27 = 50000 - 108 = 5- 102
lgh 1

x =logy(5-10') = logy 5 + 12 log, 10 = ) +12 ) ~ 42,185

Man muss das Papier also nur 43-mal falten!

2.7 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme treten in vielen (nicht nur ingenieurwissenschaftlichen) An-
wendungsgebieten auf. Haufig ist die Losung von teilweise sehr groflen linearen Glei-
chungssystemen Teil der Behandlung komplexerer Problem, z. B. in der Strémungsme-
chanik oder in der Statik von Stabwerken.

Im Rahmen des Vorkurses beschranken wir uns auf den (einfachen) Fall linearer Glei-
chungssysteme mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten.

Beispiel 2.23. In der Schaltung in Abbildung 4

sind die Spannung U und die Widerstinde R;, Rz, R3 gegeben. Bestimmen Sie die
Strome Il, IQ und Ig.
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2.7 Lineare Gleichungssysteme

1
| I |
Ry
I
we ] o]
U I I3

Abbildung 4: Schaltung

Aus den Kirchhoffschen Gesetzen folgen die Gleichungen:

Iy +1I3=1;
LR +I3R3=U
Irb Ry = I3 R3

Losen linearer Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen und Unbekannten
Cramersche Regel
Sei also

(1) a1+ apxe =b
(2)  ag91 w1 + agg xo = b,

ein lineares Gleichungssystem (kurz ,,LGS“), wobei nicht alle Koeffizienten Null sein
sollen.

Geometrisch sind dies die Gleichungen zweier Geraden im R?. Wir suchen nun Werte-
paare (x1,x2), die beide Gleichungen erfiillen, d. h. geometrisch gemeinsame Punkte der
beiden Geraden.

Beispiel 2.24.
(1) 2x1+2x9=4
(11) 1I1—1$2:0

Also: a11 = 2, a19 = 2, a1 = 1, agss = —1, by = 4, by = 0. Wir wenden elementare
Zeilenumformungen an, um eine Gleichung zu erhalten, die nur noch x oder nur noch
x1 enthalt.

(1) - (-1) (-1)-2z1+ (-1)-2xz9=(-1)-4
(i2) - (-2) (=2) 12y + (-2) - (- a2 = (-2)-0
(1) | (-1)-2—1-2)z; = (1) 420
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Damit erhalten wir —4z1 = -4, also z; = 1. Einsetzen in (ii) liefert zo = 7 = 1 und
damit I = {(1,1)}.

Analog kann man rechnen:

() - (=1) (=1) -2z + (-1) - 222 = (1) - 4
(i) - 2 2.1z +2 (-as = 2-0
(an | 2-(-1)—2-1)ap=2-0-1-4
Damit erhalten wir —4z9 = -4, also xo = 1. Einsetzen in (ii) liefert 27 = 29 = 1 und

damit I = {(1,1)}.
Allgemein gibt es drei verschiedene Moglichkeiten:

1. Es gibt eine eindeutig bestimmte Losung. (Geometrisch: Die Geraden schneiden
sich in einem Punkt.)

2. Es gibt unendlich viele Losungen. (Geometrisch: Die Geraden sind gleich.)
3. Es gibt keine Losung. (Geometrisch: Die Geraden sind parallel aber nicht gleich.)

Wir setzen zunéchst voraus, dass alle Koeffizienten ungleich Null sind.

(1) - ag az a11T1 + a2 T2 = azxnb
(2) - (-a12) —Q12 21 T1 — Q12 22 T2 = —a12 by
(1) ‘ (@11 a22 — @12 az1) v1 = aga by — a1z by
(1) - (~a21) —a21a11 1 — G21 A12 T2 = —ag1 by
(2) - an a1 G211 + @11 a2 T2 = a1 by
(11) ‘ (@11 a22 — a1z ag1) T2 = a11 by — agy by

1. (1) und (II) sind Bestimmungsgleichungen fiir z; und z9. Man kann nachrechnen,
dass (I) und (IT) auch giiltig sind, wenn Koeffizienten Null sind.

2. Der Wert D = aj1a20 — aq12a21 bestimmt die Losungsmoglichkeit des Gleichungs-
systems. Man bezeichnet ihn daher als Determinante.

a) Ist D # 0, so hat das lineare Gleichungssystem die eindeutige Losung

a2 by — a2 by a1 by — ao by
T = , Ty =
aii azx — a12 G21 aii a2 — a12 G21

b) Ist D = 0 und age by — aj2b2 = 0 und aqy by — az1 by = 0, so hat das lineare
Gleichungssystem unendlich viele Losungen.
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c) Ist D =0 und (age by — aj2 ba # 0 oder aqq by — az1 by # 0), so hat das lineare
Gleichungssystem keine Losung.

Bezeichnung 2.25.

ail a2
D = = a11 a2 — a2 az
a1 a2
heiffit Determinante.
FEbenso:
b1 a2
D, = = b1 ax —byaz
by ag
und
air by
D,, = = ay1 by — az by
a1 by

D, und D, erhilt man aus D, indem man die 1. bzw. 2. Spalte durch die rechte Seite
des Gleichungssystems (1) und (2) ersetzt. Man nennt sie daher auch Streichungsdeter-
meinanten.

Damit gilt:

(I) D-xy =Dy,
(II) D-ay =Dy,

und

. D D
1. D #0. Dann ist 1 = =5+, 29 = —5%, also

]Lz{(Dgl,Dl;Q)}.

2. D=0 und Dy, =0 und D, = 0. Dann wird aus (I) und ()0 = 0, also

L = {(z1,22) : a11 21 + a1222 = b1 }.
3. D=0 und (Dy, # 0 oder Dy, # 0). Dann ist (I) oder (II) nicht erfullbar, also:
L={}.
Beispiel 2.26.

2.%'1—3.%’2:3
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1
ST+ 22 =2
3 I T2
Dazu berechnen wir die zugehorigen Determinanten.
p=| 7 Do = 7 Duy= |y °
1 1
3 1 21 =g 2

Da D # 0 ist, ist das Gleichungssystem eindeutig 16sbar und es gilt
D,, D,,
D D

Die Losungsmenge ist somit I = {(3,1)}.

=1.

X1 :3, T2

GauBsches Eliminationsverfahren

Besitzen zwei lineare Gleichungssysteme die selbe Losungsmenge, so heiflen die beiden
linearen Gleichungssysteme dquivalent.

Die folgenden drei Umformungen wandeln ein LGS in ein dquivalentes System um, d. h.
die Losungsmenge wird dadurch nicht verdndert:

1. Vertauschen zweier Gleichungen (Zeilen)
2. Multiplikation einer Gleichung (Zeile) mit einer reellen Zahl « # 0

3. Addition/Subtraktion des Vielfachen einer Gleichung (Zeile) zu/von einer anderen
Gleichung (Zeile)

Diese drei Umformungen bezeichnet man als elementare Zeilenumformungen.
Wir betrachten nun lineare Gleichungssysteme in allgemeiner Form mit m Gleichungen
und n Unbekannten:

a1 r1 + a2 +

ag1 1 + a2 T2 +

a1 T + QT +

Am1 T1 + Am2 T +

oo+ oapTE A+ oo+ ap T, = by

ceoF agp TR 4+ ...+ aop T, = by
oot T+ ...+ apxn =0
oot T oo+ A T = b

Héufig schreibt man statt der m Gleichungen untereinander ein Tableau mit den Koef-

fizienten:
ail a2
ag1 a2
a1 a2
Aml  Am2
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2.7 Lineare Gleichungssysteme

Mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen lasst sich jedes Gleichungssystem auf soge-
nannte Zeilenstufenform bringen.

x | b

% | by

x| b3

x| by

x | bs

x| by
0 0 ...... 0 | b1
0 0 ...... 0 | by,

Die Losung des linearen Gleichungssystems erhélt man aus der Zeilenstufenform durch
Riickwdrtseinsetzen.

e Zeile r+1 bis m: Gleichungen der Form 0 = b; sind nur}ésbar, ~faulls b =0 ist.. Damit
ist das gesamte Gleichungssystem nur lésbar, wenn b,11 = byy9 = ... = by, =0
ist, andernfalls ist I = { }.

e Wenn l~)r+1 = l~)r+2 =...= l~)m = 0 ist, so entsprechen die Zeilen r + 1 bis m keiner
Information und koénnen entfernt werden.

e Steht in einer Spalte keine ,, Treppenstufe”, so kann man die entsprechende Varia-
ble frei wihlen. Man ersetzt sie in der Losung durch einen freien Parameter, z. B.
teR.

Ein Gleichungssystem, dessen Losung freie Parameter enthélt, nennt man unter-
bestimmt.

Beispiel 2.27.
1+ 3x9 — x3= 4
3r1 + 4xo =11
201 + a9+ x3= 7
201 — 4x9 + 43 = 6

N NW =
w

c o~
S SN
7
&
T
>

i

>

1+ 3x9 — xz3= 4
— dx9 + 3x3 = —1
— dx9 + 3x3 = —1
— 10zo + 63 = —2

o O O =
Lo
o U Ot
1
(NG
T
=
T
)
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1+ 3 — x3= 4 1 3 -1 4
— 59 + 33 = —1 0 -5 3 -1
—
0= 0 0 0
0= 0 0

— 13 ist frei wihlbar: x3 =t € R

1 3
(1) 1 3 17 4
—= 3(c4ot)—t=4 <= =" ——t
1+ (5+5) 1 5 5
17 4 1 3
= L= ———t, -+=t, t),teR
(350 5+500) ten)
Beispiel 2.28.
6z + Sy + 4z =11 6 5 4 11 3+
—3z +3z= 4 -3 0 3 4 +
3r+2y+ z=4 3 2 4
— y+2z2=3 0 2 3 (-2)
2y + 42 =8 0 2 8 ]+
3r+2y+ z=4 3 2 1 4
— y+2z2=3 3
0=2 0 0 2

Die dritte Zeile entspricht demnach der Gleichung 0x + 0y 4+ 0z = 2. Diese Gleichung
hat keine Losung und daher ist das gesamte LGS nicht losbar, L = { }.

Beispiel 2.29.

3x +2y+ 2= 4
6 + by + 4z =11

3 21 4 (=2)
6 5 4 11 3+
—3z +2z2= 4 -3 0 2 4 +

3z +2y+ z=4 3 21
— y+22=3 01 2 3 (-2)
2y + 32 =8 0 2 3 8 3+
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2.7 Lineare Gleichungssysteme

3r+2y+ z=4 3 2
y+22=3 01 2
0 0

£—12> —2=2 &= z=-2

gy+2-(—2):3 — y=17

g>396—|—2-7—|—(—2):4 = T =—

)
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3 Ungleichungen

3.1 Lineare Ungleichungen

Beispiel 3.1. Gesucht sind alle z € R, fiir die 3x — 2 > 4 — x erfillt ist.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R.

3r—2>4—-x

<= 4 > 6
<~

w

>_
=3

Somit ist L = [2, 00).

Beispiel 3.2. Gesucht sind alle z € R, fir die —% x + 5 > —3 erfiillt ist.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R.

1
—— 5> -3
2x+
1
< ——x > -8
2
et xr <16

Somit ist I = (—o0, 16).
3.2 Quadratische Ungleichungen

Vorzeichendiagramme
Fiir Ungleichungen, deren linke Seite in Faktoren zerlegt ist und deren rechte Seite 0 ist,
lassen sich die Losungsmengen gut mit Hilfe von Vorzeichendiagrammen bestimmen.

1. Bestimme fiir jeden Faktor die Intervalle mit positivem bzw. negativem Vorzeichen.
2. Die Vorzeichen werden fiir die einzelnen Faktoren in ein Diagramm eingetragen.
3. Berechne die Vorzeichenverteilung des Gesamtproduktes.

Beispiel 3.3. Gesucht sind alle z € R, fur die (x — 2)(z +5) < 0 gilt.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R.

r<-b r=-5 H<r<2 =2 x>2

T —2 — — — 0 +

T +5 — 0 + + +
(z+5)(x—2) + 0 - 0 +

Fiir die Losungsmenge der Ungleichung ergibt sich somit L = (-5, 2).

44



3.2 Quadratische Ungleichungen

Beispiel 3.4. Gesucht sind alle = € R, fiir die 22 — 2z — 3 < 0 gilt.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R. Hier miissen wir zunéichst 22 — 2z — 3
faktorisieren.

22 —22-3=0<—=2=14+V1+3
<—rx=—-1V zxz=3

Also ist 22 — 20 — 3 = (x + 1)(z — 3), d. h.

22 =22 -3<0<= (zr+1)(z—3) <0

r<—-1 z=-1 -1<x<3 =3 >3
s+1]| - 0 T TR
c-3| - - - 0+
(x+1)(x —3) + 0 - 0 +
Fiir die Losungsmenge der Ungleichung ergibt sich somit I = [—1, 3].

Beispiel 3.5. Gesucht sind alle p € R, fiir die % >3 —p gilt.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R\{1}. Wir formen die Ungleichung zunéchst
dquivalent um.

2p—3 2p—3
b >3—pes L +p—32>0
p—1 p—1
2p—3 -3)(p—1
p=3+p-3r-1)
p—1
2
-2
=P P>y
p—1
-2
pp—2)
p—1
p<0 p=0 0<p<]l p=1 1<p<2 p=2 p>2
pl - 0 + + + + +
p—2| — — — - — 0 +
p—1| - — — 0 + + +
p(;:?) — 0 + ! - 0 +

Das Symbol ! im Diagramm soll andeuten, dass der Wert nicht zur Definitionsmenge
gehort. Fiir die Losungsmenge der Ungleichung ergibt sich somit L = [0,1) U [2, o0).
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3.3 Ungleichungen mit Betragen

Mehr noch als bei den Gleichungen mit Betrédgen muss man beim Losen von Ungleichun-
gen mit Betrdgen darauf achten, saubere Fallunterscheidungen zu verwenden.

Beispiel 3.6. Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung

1
|z — 10| < 3%

r—10 falls x > 10
|z — 10| =
10—z falls x < 10
missen zwei Féille betrachtet werden.

1. Fall: x > 10. Dann gilt

T

DO | —

1
|x—10|§§x — r—-10<

1

<— <20
— L; = [10,20]

2. Fall: x < 10. Dann gilt

1 1

3
— 10< =z
2
— — <z

Die Losungsmenge von |z — 10| < %x ergibt sich nun als Vereinigungsmenge von IL; und
Lo, d.h.

L=T,UL;= [20

?20}.

Beispiel 3.7. Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung
|z + 3] <[22 — 1| + 3.

T+ 3 falls > -3
Da |z + 3| =

—x—3 fallsx < -3
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2x —1 falls z >

und |2z — 1] = {

N[—= D=

—2x+1 fallsx <
miissen drei Fille betrachtet werden.
1. Fall: x > %
lt+3|<[20—1|+3 <= 2+3<2x—-1+3
— 1<z
— L; = [1,00)
2. Fall: -3 <z < %
lt+3|<[2r—1]4+3 <= z+3<—-2x+1+3
<— 3r <1

Wl

— <

1
— Iy = |:—3,§:|
8. Fall: x < —3. Dann gilt
lz+3| <[22 —1|+3 <= —2—-3<-2z+1+3
< <7
— ]LgZ(—OO,—?))

3.4 Rechenregeln

Die Losungsmenge von |x + 3| < |2z — 1| + 3 ergibt sich wieder als Vereinigungsmenge

der einzelnen Losungsmengen, d.h.

1} U1, 00).

L=T,UlL,Ul; = (—00,3

3.4 Rechenregeln

Rechenregeln fiir Ungleichungen

Fiir a,b,¢,d € R gilt:

a>0Ab>0 = a+b>0
a>b <~ a+c>b+c
a>bANc>d = a+c>b+d
a>0Ab>0 = ab>0
a>0ANb<0 = ab<0
a>bANc>0 <= ac>bc
a>bAc<0 <= ac<bc
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a>bANc>d =
ab >0 <—
ab <0 <=
a>bAb>c —

Fir a,b,€ Ry, n € IN gilt:

ac > bd
(a>0Ab>0)V (a<0Ab<O)
(a>0Ab<0)V (a<0Ab>0)

a>c

a<b <= ad"<b"

a<b < a">b"

Sinngeméf gelten entsprechende Regeln, wenn man die < und >-Zeichen durch < und

>-Zeichen ersetzt.
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4 Funktionen in einer Variable

Definition 4.1. Eine reelle Funktion f ist eine Zuordnung, die jedem Element aus
einer Menge D eindeutig eine reelle Zahl, den Funktionswert f(z) zuordnet. D; heifit
Definitionsbereich von f, die Menge moglicher Funktionswerte Wy heifit Wertebereich
von f.

Bezeichnung 4.2. Ist f eine Funktion, so bezeichnen wir hdufig den Wert von f an
einer Stelle x mit y = f(x).
x heift dann unabhéngige Variable oder Argument von f, y heiffit abhingige Variable.

Funktionsdefinition

Funktionen kénnen auf unterschiedliche Weise gegeben sein, z. B. durch Angabe einer
Formel (des Funktionsterms), einer Wertetabelle (Auswertung einer Messung) oder durch
eine Grafik.

Ist eine Funktion durch eine Formel gegeben, so besteht der Definitionsbereich aus allen
Werten, fiir die der Funktionsterm ausgewertet werden kann, es sei denn, ein anderer
(kleinerer) Definitionsbereich ist explizit angegeben.

Schreibweise:
f:IDf—>Wf
Beispiel 4.3.
e f(x)=2,D=R
e f(x)=0,D=R
o f(z)=z,D=R
o f(z)=—2xz+1,D=R
e g(p) =p>,D=R
e h(p) =P, D =R
e f(0)=sin(d), D=R
e h(z)=2*, D=R
o f(z)=1,D=R\{0}
o f(z)=|z[, D=R

Eigenschaften von Funktionen

Nulistellen Losungen der Gleichung f(z) =0

Symmetrie

e achsensymmetrisch zur y-Achse oder gerade
— f(—x) = f(z) Vo e Dy

e punktsymmetrisch zum Ursprung oder ungerade
— f(—x)=—f(x) Vo e Dy
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Monotonie
e streng monoton wachsend < f(x) < f(y) Ve,ycDs: z <y
e monoton wachsend — f(z) < f(y) Ve,yeDy: z <y
e streng monoton fallend <= f(x) > f(y) Ve,yeDs: z<vy
e monoton fallend = f(z) > f(y) Ve,yeDy: z <y

Beispiel 4.4. Es sei

Zur Bestimmung des Definitionsbereiches miissen wir feststellen, fiir welche Werte von
x der Nenner Null wird.
Esgilt 22422 —1=0+=2=-1+v2 Alsoist Dy = R\ {-1+2,-1 -2}

Beispiel 4.5. Es sei

o) = VI=z

Da die Wurzel nur fiir nichtnegative Zahlen definiert ist, gilt D, = (—o0, 3].

Eindeutigkeit

Wichtig an der Definition einer Funktion ist die Findeutigkeit der Zuordnung. Nicht jede
Gleichung mit zwei Variablen ist eine Funktion.

Die Gleichung 22 + y?> = 25 beschreibt einen Kreis um den Koordinatenursprung mit
Radius 5. Die Kreisgleichung ist keine Funktionsgleichung, da zu jedem z € (—5,5) zwei
Werte y = +4/25 — x2 gehoren, die Zuordnung ist also nicht eindeutig.

Grafisch bedeutet die Eindeutigkeit der Zuordnung, dass jede Parallele zur y-Achse den
Funktionsgraphen héchstens einmal schneiden darf.

4.1 Lineare Funktionen

Lineare Funktionen
Héufig werden in den Wirtschaftswissenschaften als einfache Modelle lineare Modelle
verwendet. Eine Funktion

frae—s f(x)
fz)=ax+b

mit reellen Konstanten a und b, heifit lineare Funktion. Der Graph einer linearen Funk-
tion ist eine Gerade mit der Steigung a und dem y-Achsenabschnitt b.

Beispiel 4.6. Gemifi dem Hookschen Gesetz ist die Federkraft F' einer Feder proportio-
nal zur Auslenkung x (aus der Ruhelage), der Proportionalitatsfaktor wird Federkonstan-
te (oder Federhirte) genannt. Um die Feder doppelt so weit auszulenken, ist demnach
die doppelte Kraft notig.

Fx)=D-x
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4.1 Lineare Funktionen

Abbildung 5: Mechanische Feder (Beispiel 4.6)

Anhand einer Messreihe an einer Feder méchte man (im Rahmen der Messgenauigkeiten)
die Federhérte bestimmen.

Fx)[N] 05 10 15 20 25 30 35
xfem] 25 49 75 99 126 149 174

Wir bilden jeweils den (gerundeten) Quotienten F(=)/z:

F(x)[N] 05 10 15 20 25 30 35
x[em] 25 49 75 99 126 149 174
F(x)/x 02 02 02 02 02 02 02

Wir erhalten also fiir diese Feder eine Federhérte von 0,2 % =20 %

Beispiel 4.7. Ein einfaches Modell einer Kostenfunktion ist die Darstellung der Ge-
samtkosten als Summe der Fixkosten und der als proportional zur produzierten Menge
r angenommenen variablen Kosten, z. B.

C(z) = 0.5z + 10.

Steigt die Produktion um eine Einheit, so steigen die Kosten um 0.5 Einheiten.

Punkt-Steigungs-Formel einer Geraden

Die Gleichung einer Geraden mit der Steigung a durch den Punkt (x1,y;) ist gegeben
durch

y=az+ (y1—amr)

————
y-Achsenabschnitt
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Abbildung 6: Lineare Kostenfunktion

Zwei-Punkte-Formel einer Geraden
Die Gleichung einer Geraden durch die Punkte (x1,y1) und (z2,y2) mit x; # x9 ist
gegeben durch

:yz—y1‘ Y2

T+ Y1 X1
T2 — I To — I
——
Steigung y-Achsenabschnitt

Parallelen zur y-Achse sind keine Funktionsgraphen. Die zugehérigen Geradengleichun-
gen lassen sich aber in der Form = = ¢ mit einer Konstanten c angeben.

4.2 Quadratische Funktionen

In vielen Modellen werden Funktionen verwendet, die zunéchst auf einen Minimalwert
fallen und dann ansteigen oder erst auf einen Maximalwert ansteigen und dann fallen.
Einfache Funktionen mit diesen Eigenschaften sind quadratische Funktionen

f(z) = az® + bx + ¢ mit Konstanten a,b,c, und a # 0.

Der Graph der Funktion ist eine Parabel. Sie ist nach oben gedffnet, wenn a > 0 und
nach unten gedffnet, wenn a < 0 ist.
Zur Bestimmung der Nullstellen (Schnittpunkte mit der xz-Achse) ist die Gleichung

ar’ +br+c=0

zu losen (vgl. Kapitel 2). Eine quadratische Funktion besitzt am sogenannten Scheitel-
punkt ein Minimum falls ¢ > 0 und ein Maximum falls a < 0.

Beispiel 4.8 (Bestimmung des Minimums einer quadratischen Funktion). f(z) = 22%—
4x + 5. Der Graph ist eine nach oben gedffnete Parabel. Somit besitzt die Funktion ein
Minimum. Wir bringen die Funktionsgleichung mittels quadratischer Ergdnzung auf eine
andere Form.

flz)=22*—4z+5
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4.2 Quadratische Funktionen

=2(x? =22 +1)—2+5
=2 (z—1)2+3

An dieser Darstellung (Scheitelpunktform) lésst sich nun ablesen, dass die Funktion an
der Stelle z = 1 ein Minimum besitzt mit f(1) = 3. Der Scheitelpunkt ist S(1, 3).

f(x)

¢ T

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7T

Abbildung 7: Quadratische Funktion f(z) = 222 — 4x + 5, Minimum bei (1,3) (Bei-
spiel 4.8)

Bestimmung der Scheitelpunktform

fz)=az?+br+c
= x2+9m+(£)2 —ﬁ—i-c
B a 2a 4a

b2 b?
:a-(x—i-—) +c——
2a

2
Da (x + 2_ba) > 0 fiir alle x € R und a, ¢ und % konstant sind, gilt:

Fiir a > 0 hat die Funktion an der Stelle x = —% ein Minimum f(—%) =c— %.
Fiir a < 0 hat die Funktion an derQSteHe x = —% ein Maximum f(—%) =c— %.
Der Scheitelpunkt ist S(—2,c— ).

Beispiel 4.9. Wir bestimmen das Maximum von f(z) = —222 + 8z + 20. Es gilt:

f(z) = —2(z* — 4z +4) + 8+ 20
=2 (z—2)%+28

f(z) besitzt also an der Stelle z = 2 ein Maximum mit Funktionswert f(2) = 28.
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t f@)
25
7 T f T T T T T ALl
-2 -1 1 2 3 4 5 6 7
Abbildung 8: Quadratische Funktion f(z) = —222 + 82 + 20, Maximum bei (2,28)

(Beispiel 4.9)

Normalparabel
Die einfachste quadratische Funktion ordnet jeder reellen Zahl x ihre Quadratzahl x?

zu, d. h.
. 0
fiR— Ry
frax—s 22,
Der Graph ist die nach oben gedffnete Normalparabel, S(0,0) der Scheitelpunkt. Die

Normalparabel ist symmetrisch zur y-Achse, d.h. z und —x besitzen denselben Funkti-
onswert.

Streckung bzw. Stauchung der Normalparabel
Wir betrachten nun etwas allgemeinere quadratische Funktionen der Form

g:R—W,, g:x— ax?

mit einem Faktor a # 0. Dabei ist der Wertebereich

IRS)r falls a > 0
W, =
R fallsa <0

und der Scheitelpunkt ist unverdndert S(0,0). Fiir |a| > 1 ist die Parabel enger, fiir
la|] < 1 weiter als die Normalparabel. Ist a < 0, so ist der Graph zusétzlich an der
z-Achse gespiegelt.

Verschieben der Normalparabel
Verschiebt man die Normalparabel um g in y-Richtung, dann lautet der Funktionsterm
der verschobenen Parabel

g(r) = 2 + yo
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4.2 Quadratische Funktionen

Abbildung 9: Skalierungen der Normalparabel

mit Wertebereich W, = [y9, 00) und Scheitelpunkt S(0,yo). Fiir yo > 0 wird die Parabel
nach oben, fiir yg < 0 nach unten verschoben.

Verschiebt man die Normalparabel um zg in z-Richtung, dann ergibt sich der Funkti-
onsterm der verschobenen Parabel durch Ersetzen von x durch z — zq, d.h.

9(z) = (z — 20)?
mit Wertebereich W, = [0, 00) und Scheitelpunkt S(zg,0). Fiir 29 > 0 wird die Parabel
nach rechts, fiir o < 0 nach links verschoben.
Eine Kombination von Stauchung bzw. Streckung, Verschiebung um gy in y-Richtung
und Verschiebung um xg in z-Richtung liefert allgemein
f(z) = alz — 20)* + o (Scheitelpunktform,).
Durch Ausmultiplizieren und Umbenennen der Parameter erhélt man

f(z)=az®+br+c (allgemeine Parabelform,).

Hat die Parabel an den Stellen 21 und x5 Schnittpunkte mit der z-Achse, so ldsst sich
der zugehorige Funktionsterm auch in der Form

flz)=alx —z1)(x — z2) (Nullstellenform)
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—4 -3 -2 f\
)

Abbildung 10: Verschiebungen der Normalparabel in y-Richtung

T T T T

-4 -3 -2 -1

Abbildung 11: Verschiebungen der Normalparabel in z-Richtung

angeben.

Bemerkung 4.10. Man kann auch den Graphen jeder beliebigen anderen Funktion
strecken bzw. stauchen, an der x-Achse spiegeln und verschieben.

e Streckung bzw. Stauchung mit dem Faktor |a|, Spiegelung an der z-Achse, falls
a < 0 entspricht der Multiplikation des Funktionsterms mit dem Faktor a.

e Verschiebung um g in y-Richung entspricht der Addition der Konstanten 39 zum
Funktionsterm.

e Verschiebung um zg in z-Richung entspricht dem Ersetzen von x durch z — zg im
Funktionsterm.
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4.3 Polynome

4.3 Polynome

Polynome
Lineare und quadratische Funktionen sind Spezialfille einer allgemeineren Klasse von
Funktionen, den Polynomen.

Definition 4.11. Eine Funktion P : R — R mit
P(x) = an 2"+ ap_12" '+ +ax+ag

mit Konstanten a,,an_1,...,a1,a0 € R, a, # 0 heiBt Polynom vom Grad n. Die Kon-
stanten ay, an,_1, ..., a1, ag heilen Koeffizienten, a,, Leitkoeffizient oder fiihrender Ko-
effizient, ao konstanter Term oder Absolutglied. Weiter definiert man P(x) = 0 als das
Nullpolynom.

Beispiel 4.12. e P(z) = =052 +2x — 1 ist ein Polynom vom Grad 3 mit den
Koeffizienten ag = —1, a1 = 2, ag =0, ag = —0.5.

7 3 . . . .
o P(z) = TEZAHL jst ein Polynom vom Grad 7 mit den Koeffizienten ag = ap =
a4:a5:a6:0unda1:a3:a7:1—§5.

o f(r) =523+ 27242 ist kein Polynom.

Nullstellen von Polynomen

In vielen Problemstellungen ist es wichtig, etwas iiber die Anzahl und die Lage der
Nullstellen, d. h. die Losungen der Gleichung P(x) = 0 zu wissen.

Ein Polynom n-ten Grades besitzt hichstens n reelle Nullstellen.

Hat man eine Nullstelle z; von P(x) gefunden, so ldsst sich P(z) auch schreiben als

P(z) = (z — z1) Pr1(2)

mit dem Linearfaktor (z — x1) und einem Polynom P,_;(x), das einen Grad niedriger
ist als P(x). Mit P,_1(z) kann man wieder genauso verfahren.

Fiir die ausfiihrliche Untersuchung von Polynomen hoheren als zweiten Grades ist man
insbesondere an den folgenden Fragen interessiert:

e Wie kann man (falls vorhanden) Losungen der Gleichung P(z) = 0 fiir ein Polynom
n-ten Grades berechnen?

e Wie kann man, wenn man eine Nullstelle 21 von P(z) gefunden hat, das Polynom
P,_1(x) bestimmen, so dass P(z) = (z — x1)P,—1(z) gilt?

Ist P(x) ein Polynom vom Grad 1 oder 2, so haben wir die Fragen bereits beantwortet.
Fiir die Berechnung von Nullstellen von Polynomen dritten Grades gibt es zwar noch eine
geschlossene Formel. Die ist aber ziemlich kompliziert. Fiir die Nullstellen von Polynomen
hoheren als dritten Grades gibt es keine geschlossene Formel mehr.
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Beispiel 4.13 (Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten). Sei P(z) = 23 —42? + 246
(Polynom dritten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten).
Wenn P(z) eine ganzzahlige Nullstelle x1 besitzt, dann muss gelten:

-4+ +6=0 <= 2} —42} + 11 =6
= (2? -4z +1)=—6
Wenn z1 ganzzahlig ist, dann ist auch 22 — 4z, + 1 ganzzahlig, also muss z; (positiver
oder negativer) Teiler von —6 sein.

Die Teiler von —6 sind: +1,£2,+3, +6. Diese Werte kann man nun in P(z) einsetzen
und priifen, ob es sich um eine Nullstelle handelt.

P(1) =4, P(—1) =0, also ist x; = —1 Nullstelle von P(z).
= P(x) = (x 4+ 1)Py(x), wobei P5(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.

(23— 42% + 2 +6):(x+1)=22-52+6

3 4+ 22
—bz*+ x +6
—5x? — bx
6x + 6
6x + 6
0

Also gilt P(x) = (x+1)(z? — 52 +6). Mit Hilfe der pg-Formel findet man die Nullstellen
der quadratischen Funktion Py(z) = 22 — 52 + 6, x3 = 2 und x3 = 3, die restlichen
Nullstellen von P(z).

P(z)=(z+1)(z —2)(z — 3).

Da ein Polynomterm sein Vorzeichen nur an Nullstellen dndert, kann man aus dieser
Darstellung z. B. mit Hilfe einer Vorzeichentabelle ermitteln, fiir welche Werte von x das
Polynom P(zx) positive bzw. negative Werte annimmt.

Satz 4.14. Sei P(x) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Dann gilt: Wenn P(x)
eitne ganzzahlige Nullstelle besitzt, so ist diese Teiler des konstanten Terms ag.

Beispiel 4.15. Sei P(z) = 2° — 32% — 323 4+ 922 — 42 + 12 (Polynom fiinften Grades
mit ganzzahligen Koeffizienten).

Die Teiler des Absolutgliedes 12 sind: +1,+2, +3, &4, £6, £12. Diese Werte kann man
nun in P(z) einsetzen und priifen, ob es sich um eine Nullstelle handelt.

P(1) =12, P(—1) =24, P(2) = 0 also ist z; = 2 Nullstelle von P(x).

Also ist P(z) = (z — 2)Py(z), wobei Py(x) ein Polynom vom Grad 4 ist.
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4.3 Polynome

Abbildung 12: P(x) = 2® — 422 + 2 +6 = (z + 1)(x — 2)(z — 3) (Beispiel 4.13)

(25— 32% — 32% + 922 — 4o +12): (2 —2) =2 — 23 —522—2 -6

xz® — 2zt
—zt — 323 + 927 — 4z +12
—zt + 223
—5x3 + 927 — 4x +12
—523 + 1022
—2? — 4z +12
—z? + 22
—6x + 12
—6x + 12
0

Also ist
Px)=(z—2) (' — 23— 522 — 2 —6).

Py(z)

Die Teiler des Absolutgliedes —6 von Py(z) sind: +1,+2,4+3, +6, wobei wir +1 nicht
mehr probieren miissen.

Py(2) = —20

Py(—-2)=0 also ist x9 = —2 Nullstelle von Py(z).

Also ist Py(z) = (x+2)P3(x) bzw. P(z) = (x —2)(z+2)P3(z), wobei P3(z) ein Polynom
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vom Grad 3 ist,

(2t — 22 522 — =z —6):(z+2)=23-322+2-3

zt 4+ 222
—32% —b2>— = —6
—3a3 — 622
2 — = —6
2 4+ 2z
- —3z-6
—3x—6
0

Also ist
P(x)=(z—2)(z+2) (2 —32° +2 - 3) .
Ps3(z)
Die Teiler des Absolutgliedes —3 von Ps(z) sind: £1,4+3. P3(—3) = —25, P3(3) = 0

also ist z3 = 3 Nullstelle von Ps(x). Also ist P3(x) = (x — 3)Pa(x) bzw. P(z)
(x —2)(x 4+ 2)(x — 3)P2(x), wobei Py(z) ein Polynom vom Grad 2 ist.

(23 =322 +2-3):(z-3)=22+1

a3 — 322
z—3
z—3
0
Also ist
Px)=(z—2)(z+2)(z—3)(z* +1) .
Py()

Da P,(zx) keine reellen Nullstellen besitzt, ist die vollstdndige Faktorisierung von P(x)
somit

P(x) = (z — 2)(z + 2)(x — 3)(2® + 1) .

Die reellen Nullstellen sind z1 = 2, o = —2 und x3 = 3. Auch hier kann man aus dieser
Darstellung wieder mit Hilfe einer Vorzeichentabelle ermitteln, fiir welche Werte von x
das Polynom P(x) positive bzw. negative Werte annimmt.

Beispiel 4.16. Sei P(z) = 2* — 3223 + 36622 — 1760x + 3025 (Polynom vierten Grades
mit ganzzahligen Koeffizienten). Die Teiler des Absolutgliedes 3025 sind: +1, +5, +11,
+25, £55, £121, £275, £605 und £3025. Diese Werte kann man nun in P(z) einsetzen
und priifen, ob es sich um eine Nullstelle handelt.

P(1) = 1600, P(—1) = 5184, P(5) = 0 also ist x; = 5 Nullstelle von P(z).
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4.3 Polynome

T T T I A

Abbildung 13: P(z) = 2° —32* =322 + 922 — 42+ 12 = (z — 2)(z + 2)(x — 3)(2% + 1)
(Beispiel 4.15)

Also ist P(z) = (z — 5)Ps(x), wobei P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist.

(x* — 3223 + 36622 — 17602 +3025) : (z — 5) = 23 — 2722 + 231z — 605
xt — 53
—272% + 36622 — 1760z + 3025
—2723 + 13522
2312 — 17602 + 3025
23122 — 1155z
—605x + 3025
—605x + 3025

0

Also ist

P(z) = (z —5) (2® — 272 + 231 2 — 605) .

P3(z)

Die Teiler des Absolutgliedes —605 von Ps(x) sind: 1, +5, +11, 55, £121, £605, wobei
wir £1 nicht mehr probieren miissen.

P5(5) = 0, also ist 5 Nullstelle von P3(z) (doppelte Nullstelle von P(x)).
= P3(z) = (z — 5)Ps(z) bzw. P(x) = (x — 5)2Ps(z), wobei P»(z) ein Polynom vom
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Grad 2 ist.
(23 — 272% +2312—605): (v —5) =22 — 222 + 121
3 — B’
—222% + 231z — 605
—2222 + 110z
121z — 605
121z — 605
0
Also ist

P(z) = (x — 5)* (#* — 222 + 121) = (z — 5)* (z — 11)*>  (binomische Formel).
—_———
PQ(:B) PQ("L')

Die vollstandige Faktorisierung von P(z) ist somit
P(z) = (x — 5)%(z — 11)2.

Die doppelten reellen Nullstellen sind 1 = 5 und o = 11. Da Quadrate stets nichtne-
gativ sind, kénnen wir aus dieser Darstellung ablesen, dass P(x) > 0 fiir alle z € R.

P(x)
225

200
175
150
125
100
75
50
25

[ W R N W W N A N

T T T T T T T T T T T

T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 %

Abbildung 14: Funktionsgraph des Polynoms P(z) = 2* 32234366 22 — 1760 2+ 3025 =
(x — 5)%(x — 11)? (Beispiel 4.16)

4.4 Gebrochenrationale Funktionen
Definition 4.17. Seien

1

P(z)=apn2" +an12" "+ ...+ a1z + ag
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4.4 Gebrochenrationale Funktionen

und
Q(.%') = bmxm"i_bm—lxm_1 + ...+ bix+ b

Polynome vom Grad n bzw. m, wobei Q(z) nicht das Nullpolynom sein darf. Dann heifit

gebrochenrationale Funktion mit dem Definitionsbereich
Df=R\{z: Qz)=0}.

Ublicherweise bringt man rationale Funktionen auf eine gekiirzte Form, indem man die
Faktorisierungen von P(z) und Q(z) bestimmt und gemeinsame Faktoren kiirzt.
Haben P(z) und Q(z) gemeinsame Nullstellen, so kann man zugehérige Linearfaktoren
kiirzen. Verschwindet dadurch diese Nullstelle im Nenner so spricht man von einer be-
hebbaren Definitionsliicke von f. Im Funktionsgraph befindet sich an dieser Stelle eine
Liicke, da die Funktion f hier nicht definiert ist.

Liegt die rationale Funktion f(z) = ﬁ(m)/é(x) in gekiirzter Form vor, dann sind die
Nullstellen von P(x) die Nullstellen von f und die Nullstellen von Q(z) die Polstellen
von f. An diesen nicht-behebbaren Definitionsliicken hat der Graph der Funktion eine
senkrechte Asymptote (f strebt gegen +oo oder —oc0).

Beispiel 4.18. Die rationale Funktion

3 -3z -2 (x+1)%(z - 2)

f(ﬂf):x3_$2_gg+1:(x+1)(96—1)2

hat den Definitionsbereich Dy = R\{—1,1}. Kiirzen liefert

B (x+1)(x—2)
g(.%')— (.%'—1)2

mit dem Definitionsbereich Dy, = R\{1}. g(x) besitzt Nullstellen fiir x = —1 und = = 2
und eine Polstelle fiir z = 1. Fiir x € Dy gilt f(z) = g(x).

Satz 4.19. Ist der Grad n des Zdhlerpolynoms gréfler oder gleich dem Grad m des
Nennerpolynoms, so lisst sich f(x) schreiben als

wobei N (z) ein Polynom vom Grad n—m und R(x) ein Polynom vom Hdéchstgrad m — 1
bezeichnet.

Die Polynome N(z) und R(z) erhélt man durch Polynomdivision.
Fiir groe Werte von |x| ist f(x) &~ N(z); N(z) heiit Asymptote.
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Abbildung 15: f(z) = ﬁ;g’if;il (Beispiel 4.18)
Beispiel 4.20. Wir betrachten die rationale Funktion
2 —-2x+3

Polynomdivision (mit Rest) liefert

(23 - 2z + 3) :(xQ—x—2):x+1+$2x_§5_2
N
x? +
2 - —
T+
d.h. £t 5
f(w):w+1+m

N(xz) =z + 1 ist Asymptote von f(z).

4.5 Trigonometrische Funktionen

Die auffilligste Gemeinsamkeit der trigonometrischen Funktionen ist die Periodizitdt.

Definition 4.21. Eine Funktion f : R — R heifit periodisch, falls fiir eine feste reelle
Zahl T gilt, dass
flx+T) = f(x) Ve e R

T heifit dann Periodenléinge der Funktion f.
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4.6 Exponential- und Logarithmusfunktionen

Abbildung 16: Rationale Funktion f(z) =z + 1+ x;”_f)_Z und ihre Asymptote N (z) =
x + 1 (Beispiel 4.20)

Bemerkung 4.22. Bei den trigonometrischen Funktionen ist die Periodizitdt darin
begriindet, dass man zu einem Winkel beliebige, ganzzahlige Vielfache von 27 (360°)
addieren kann und geometrisch wieder den selben Winkel erhélt.

Eigenschaften trigonometrischer Funktionen

f(z) =sinzx f(z) = cosx f(z) =tanx
D=R D=R D =R\ {5 +knm:kcZ}
W =[-1,1] W =[-1,1] W=R
Periodenlénge: 2w Periodenlénge: 27 Periodenlénge: w
Nullstellen: Nullstellen: Nullstellen:

v =km, ke = 5+km k€Z zp=km, k€
Symmetrie: ungerade Symmetrie: gerade Symmetrie: ungerade

4.6 Exponential- und Logarithmusfunktionen

Exponentialfunktion

Definition 4.23. Sei a > 0. Die Funktion f(z) = a® mit Dy = R hei8t Ezponential-
funktion. Dabei heiflt a Basis und x Fxponent.

Bemerkung 4.24. Eine besondere Rolle spielt die Basis e &~ 2, 71828182846, die Fuler-
sche Zahl. e ist eine irrationale Zahl, kann also weder als Bruch noch als Dezimalbruch
exakt dargestellt werden. Die zugehorige Exponentialfunktion nennt man auch die e-
Funktion.
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Abbildung 17: Graphen der trigonometrischen Funktionen Sinus (e), Kosinus (e), Tan-
gens (o) und Kotangens ()

Eigenschaften der Exponentialfunktionen

flx)=a" (0<a<1) flx)=a" (a>1)
D=R D=R

W - IR,+ W - ]R+

keine Nullstellen keine Nullstellen

streng monoton fallend streng monoton steigend

Bemerkung 4.25. Der Graph der Funktion g(z) = (1)* = a™® ist die Spiegelung der
des Graphen von f(x) = a® an der y-Achse.

Logarithmusfunktion

Definition 4.26. Seia € R4\ {1}. Die Funktion f(z) = log, x heifit Logrithmusfunktion
zur Basis a.
Die Logarithmusfunktion f(z) = log, = ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion

9(x) = a*.

Eigenschaften der Logarithmusfunktionen

f(xz)=log,z (0<a<1) f(z) =log,x (a>1)

]D - IR,+ ]D - ]R+

W=R W=R

Nullstelle zg = 1 Nullstelle zg = 1

streng monoton fallend streng monoton steigend
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 18: Exponentialfunktionen

4.7 Ubersicht

In Abbildung 21 sind die Graphen einiger grundlegender Funktionentypen im Vergleich
dargestellt.
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,2, eund 10

N[

Abbildung 19: Logarithmusfunktionen fiir die Basen: ,

Abbildung 20: Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion zur selben Basis sind Um-
kehrfunktionen voneinander, ihre Graphen sind daher Spiegelungen an
der Winkelhalbierenden y = x (graue Linie).
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4.7 Ubersicht

(f) Exponentionalfunktionen

Abbildung 21: Graphen einiger héufig auftretender Funktionentypen
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5 Folgen und Reihen

5.1 Folgen

Definition 5.1. Eine Funktion f : INg — R, die jeder natiirlichen Zahl n € Ny (oder
n € IN) eine reelle Zahl a,, = f(n) € R zuordnet, heiit reelle Zahlenfolge.

Schreibweise: (an)nen, = (a0, a1,a2,...,an,...), kurz (ay,), oder {a, }nen,-

ay, heifit n-tes Folgenglied, n heifit Index.

Statt durch die Angabe der Funktionsvorschrift (Bildungsgesetz) kann man Folgen auch
durch das Auflisten der Folgenglieder (Funktionswerte) oder durch eine Rekursion (d. h.,
eine Bezugnahme auf vorhergehende Folgenglieder) angeben.

Beispiel 5.2.
> (an)nen = (n%), o = (1,4,9,16,25,...)

@aen = (1)),

» ag=1, ag =1, und apys = an+1 + a, Fibonacci-Folge

> (bn)nen, = (1 TR ): (QL")nelNo

v

Bei der Folge (b,) erkennt man, dass die Folgenglieder fiir wachsendes n gegen Null
tendieren, d. h.

J b =l o =0

Definition 5.3. Gegeben sei eine unendliche Folge (a,,). Ndhert sich a,, fiir wachsendes
n genau einer Zahl G immer mehr an, so heifit G der Grenzwert der Folge. Man schreibt
dann

lim a, =G
n—oo

und sagt, die Folge (a,,) ist konvergent bzw. sie konvergiert gegen G.
Formal:
Ve>03ng e Ng : |a, — G| <e Vn>nyg.

Hat die Folge keinen (endlichen) Grenzwert, so heifit sie divergent.

Beispiel 5.4. Wir betrachten wieder die Folge (b, )nen, aus Beispiel 5.2.

1111 1 1
b — 1 - . — . —.... ] = o .
(n)nElNo (’2’4’8’16’32’ ) (Qn)nE]NO
Dann ist
33 e = ltn o =0
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denn

1 1
b, — 0| <e < o <€ © 2">g < n> —logy(e).

Damit existiert fiir jedes noch so kleine € > 0 ein ng € Ny, ndmlich z. B. ng = [—logy(¢)],
so dass |a, — 0| < e Vn > ng. Formal:

1
Ve > 0dng € Ny : ‘2—n‘<6 Yn > ng.

Beispiel 5.5 (Divergente Folgen).
> ((_1)n)n€]No = (4+1,-1,+1,-1,...) ist divergent.

> (2"),on = (2,4,8,16,32,...) ist divergent
Die Folgenglieder wachsen tiber jede Schranke.

In einem solchen Fall schreibt man: lim 2" = oo
n—oo

> (—n?), oy = (—1,—4,-9,-16,-25,...) ist divergent

Die Folgenglieder fallen unter jede beliebige Schranke.

2

In einem solchen Fall schreibt man: lim —n” = —c0
n—0o0

Satz 5.6 (Rechenregeln fiir Grenzwerte). Seien (a,) und (by) konvergente Folgen mit
den Grenzwerten li_>m an, = G, und li_>m b, = Gy und ¢ € R eine Konstante, dann gilt:
n—oo n—oo

lim (¢-a,) =c- lim a, =c¢-G
n—)oo( n) nsoo a

(an +bp) = nlgrg() an + nlgrolo b, = G, + Gy

lim
n—o0

lim (a,, — b,) = lim a, — lim b, = G, — Gy
n—oo n—oo n—oo

A3 (an - bn) =[50, 0 Ji10 B = G- G

lim a, G,

a
lim 2= noe U Ha gy
nse0 by, Tim b, Gy falls Gy # 0

Definition 5.7. Eine Folge (a,) heifit arithmetisch, wenn die Differenz zweier aufein-
ander folgender Folgenglieder konstant ist, d. h. wenn gilt:

Gn+1 = Gn +d  mit einer konstanten Zahl d € R

— Aufeinander folgende Glieder einer arithmetischen Folge unterscheiden sich um die-
selbe additive Konstante.
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Beispiel 5.8 (Lineare Abschreibung). Eine Maschine wird fiir €25000 angeschafft. Es
wird angenommen, dass der Wertverlust jahrlich 10% des Anschaffungswerts betragt.
Der Restwert reduziert sich also um jahrlich €2500.
Bezeichnen wir den Restwert nach n Jahren mit R,,, so erhalten wir:
Rp = 25000, R; =22500, Ry = 20000, Rs= 17500, R4 = 15000, Rs5 = 12500,
Rg = 10000, R;="7500, Rg=5000, Rg=2500, Rjpp=0

Dies ist eine endliche(!) arithmetische Folge (R,)., mit
Rpi1 = Ry — 2500, n=0,...,9

Definition 5.9. Eine Folge (a,,) heifit geometrisch, wenn der Quotient zweier aufeinan-
der folgender Folgenglieder konstant ist, d.h. wenn gilt:

An+1
Qp

= ¢ mit einer konstanten Zahl ¢ € R

<~ Qp+1 = ap * q

— Aufeinander folgende Glieder einer geometrischen Folge unterscheiden sich um die-
selbe multiplikative Konstante.

Beispiel 5.10. Die Zinseszins-Formel

K, = K, (1+1%0)"

definiert eine geometrische Folge (K, )nen, mit

Koir =K, (1+ 1%).

Konvergenz geometrischer Folgen
Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer geometrischen Folge
ablesen:

2 3
agp, ay = aop - q, a2 =ap-q-, as=ap-q, ...

Fiir welche Werte von ¢ konvergiert die Folge?

= (1,0.1,0.01,0.001,0.0001,0.00001, . . .)
1,0.9,0.81,0.729,0.6251,0.59049, . .., 0.9%° = 0.071789, .. )
1,1.1,1.21,1.331,1.4641,1.61051,...,1.1%° = 10.8347,...)
1,-0.1,0.01, —0.001,0.0001, —0.00001, . . .)

1,-0.9,0.81, —0.729,0.6251, —0.59049, . . .)

1,-1.1,1.21,-1.331,1.4641, —1.61051, .. )

A~ A~~~ —~
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Satz 5.11. Es gilt:

lim ¢" =
n—oo q

0, falls —1<qg<1
1, fallsqg=1

Die Folge (¢") ist divergent, falls ¢ & (—1,1].

5.2 Reihen

Summiert man die (ersten n) Folgenglieder einer Folge auf so erhilt man eine sog. (end-
liche oder) unendliche Reihe.

Definition 5.12. Summiert man die ersten n Folgenglieder einer geometrischen Folge
(¢")nen,, so erhdlt man

n—1
Sp=1+q+¢+...+¢" = ¢.
j=0

S heillt geometrische Summe oder auch Partialsumme der geometrischen Reihe.

Beispiel 5.13 (nochmal die Schachlegende). In Beispiel 1.55 ist die Legende nacherzéhlt,
dass der Erfinder des Schachspiels sich ein Schachbrett voller Reiskérner gewiinscht hat.
Auf jedem Feld doppelt so viele Reiskérner wie auf dem Feld zuvor. Die Gesamtzahl
der Reiskorner auszurechnen ist zwar ganz einfach aber ziemlich aufwindig (wenn auch
nicht unmaoglich).

63
Z:20+21+22+23+24+25+...+263
=0

= 18.446.744.073.709.551.615

Es gibt aber eine viel schnellere Methode eine geometrische Summe zu berechnen.
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Formel fiir geometrische Summen

qg=1
n—1 )
Z1J:1+1+1+...+1:n
J=0 n-mal

q#1

Sp=14q¢q+¢@+...+ ¢"!
q+q2+.”+qn71+qn
(1-q) - Sp= 1-¢"

3
|

2
~
|

Da ¢ # 1 ist, gilt: S,, = 11__‘1;

Insgesamt erhalten wir die Formel fiir (endliche) geometrische Summen:

1" flirq # 1

n—1
d ¢ = { e
j=0

n, firg=1
Beispiel 5.14 (nochmal die Schachlegende).
63 B 264 -1

Z_ 51 = 18.446.744.073.709.551.615
i=0 o

Beispiel 5.15. Desiré Mustermann mochte fiir die Zukunft vorsorgen und tiberlegt sich
folgendes Modell: Uber einen Zeitraum von 20 Jahren will sie jeweils zu Jahresbeginn
1000 € anlegen, die zum Jahresende mit 3% verzinst werden. Die Zinsen werden dem
Kapital zugeschlagen. Wie viel hat sie nach 20 Jahren gespart?

1000(1 + 0.03)%° 4 1000(1 + 0.03)* + 1000(1 + 0.03)*® 4 ...1000(1 + 0.03) =

= 1000 (1.03 +1.032 4+ ... 4+1.03Y9 + 1.0320) =

20 19 1—1.0320

=1000 - Y 1.037 =1000-1.03 -y 1.03/ = 1030 - ———— ~ 27676.49

= = 1-1.03

Unendliche geometrische Reihen

In manchen Zusammenhéngen will man nicht nur den Wert einer geometrischen Summe
bis zu einem bestimmten Index n berechnen, sondern die Summation beliebig lange
fortsetzen.

Das ist dquivalent zur Frage, unter welchen Voraussetzungen der Grenzwert

n—1
nangOSn—JLrgo qu =1l+qg+qg +...
]:

existiert und welchen Wert er gegebenenfalls hat.
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n—1
Satz 5.16. Es sei (Sn)nelNO = (Zo qj)nelN eine geometrische Reihe. Dann gilt:
0

fir ¢g=1: 7111_{%05”:7}1_{20”:00’
d. h. (Sp) ist divergent.

1—4qg" 1
far|ql < 1: lim S, = lim 4 _ —_—,
n— o0 n—oo 1—q 1—q

d. h. (Sp) ist konvergent mit dem Grenzwert %_q

fir|q| > 1: (Sy) ist divergent.
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6 Grenzwerte und Stetigkeit

6.1 Grenzwerte von Funktionen

Der Grenzwert einer Funktionen ist der zentrale Begriff der Analysis, auf dem viele
weitere wichtige Definitionen basieren, wie Stetigkeit, Differentiation und Integration.
Wir erweitern dazu den Grenzwertbegriff, den wir fiir Folgen eingefithrt haben, nun auf
Funktionen.

Beispiel 6.1. Die Funktion
3
z?—4zx
o)==y

ist an der Stelle z = —2 nicht definiert: D = R \ {—2}. Untersucht man die Funktions-
werte in der Ndhe der Definitionsliicke so erhélt man die folgenden gerundeten Werte:

T ‘ —-2.1 —2.01 —2.001 —2.0001 -1.9999 -1.999 —-1.99 -1.9

f(z) ‘ 8.6100  8.0601 8.0060  8.0006  7.9994  7.9940  7.9401 7.4100

Die Funktionswerte nédhern sich demnach dem Wert 8 immer mehr an je ndher x an —2
riickt.
Fiir diese Funktion kann man diese Annéherung auch formal zeigen, denn fir alle x € D
gilt:

-4z z(x-2)(z+2)

A R

Definition 6.2. Seien f eine Funktion und zy € R, so dass (xg—e¢,z0)U(xo, zo+€) C Dy
fiir ein hinreichend kleines ¢ > 0. Wenn fiir beliebige Folgen (zy,), die von links oder rechts
gegen xg konvergieren, die zugehorigen Funktionswerte gegen einen Wert G streben, so
heifit G Grenzwert oder Limes von f fiir x gegen x.

lim f(z) =G

T—TQ

— Die Bedingung (xo — ¢, z0) U (20, xo+¢) C Dy bedeutet, dass die Funktion f in einer
Umgebung von x( definiert sein muss. Diese Umgebung kann aber beliebig klein sein.

Betrachtet man nur Folgen, die sich von rechts bzw. von links an die Stelle ¢y anndhern,
so spricht man von rechtsseitigem bzw. linksseitigem Grenzwert:

lim = Gp lim =Gy,
Ty T—=T

Stimmen rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert {iberein, d.h. Gp = G, dann gilt:

lim f(z)=G=Gr=GL

T—TQ

76



6.1 Grenzwerte von Funktionen

Satz 6.3 (Rechenregeln fir Grenzwerte von Funktionen). Seien f und h Funktionen
mit den Grenzwerten lim, ., f(x) = Gy und lim,_,  h(z) = G und sei c € R eine
Konstante, dann gilt:

lim (c¢- f(z)) =c- lim f(z)=c -Gy

T—T0 T—xTQ

lim (f(z) + h(z)) = lim f(z)+ lim0 h(z) = Gy + G

T—x0 T—xTo T—T

lim (f(z) — h(z)) = lim f(z)— lim h(z) = Gy — G}

T—T0 T—T0 T—xT0

lim (f(z)-h(z)) = lim f(z)- limO (x) =Gy -Gy

T—x0 T—T0 T—T

O XA e
A @) T T h@) Gy (s G A0

T—T0

Beispiel 6.4. Sei f die Signumfunktion,

1, x>0
f(z) =sgn(z) = {0, ==
-1, =<0

Hier gilt: lim sgn(x) =1

z—0t

lim sgn(z) = —1

z—0~

Rechts- und linksseitiger Grenzwert gegen 0 stimmen nicht {berein, der Grenzwert
lir% sgn(x) existiert nicht.
T—

Abbildung 22: Signumfunktion sgn(z) (Beispiel 6.4)
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6.2 Stetigkeit

Definition 6.5 (Stetigkeit). Seien f(x) eine Funktion und xg € Dy. f heifit stetig in xo,
wenn rechts- und linksseitiger Grenzwert gegen xg existierten und mit dem Funktionswert
f(zg) ibereinstimmen.

lim_f(r) = lim f(z) = f(z0)

ZB*XL’O ZB*XL’O
Man nennt f eine stetige Funktion, wenn sie in allen Punkten thres Definitionsbereichs
stetig ist.

— Die Graphen stetiger Funktionen enthalten keine Sprungstellen!

Satz 6.6. Alle in Kapitel j vorgestellten Grundfunktionen (Potenzfunktionen, Ezpo-
nentialfunktionen, Logarithmen und trigonometrische Funktionen) sind stetig auf ihren
jeweiligen Definitionsbereichen.

Summen, Differenzen, Produkte, Quotienten und Verkettungen stetiger Funktionen sind
ebenfalls stetig auf ihren Definitionsbereichen.

Damit sind auch Polynome und gebrochen-rationale Funktionen stetig.

Beispiel 6.7.

flx)=¢e", Dy=R
g(x) = va, Dy =R
Beide Funktionen sind auf ihren Definitionsbereichen stetig. Somit ist die verkettete

Funktion
(fog)(x) = flg(z)) = eV stetig fiir alle z € Do, = RS

Beispiel 6.8.
z* =323 — 922+ 232 — 12
24+ 8x+ 15

fz) =
Berechnen Sie lim_f(x).
z——3

Einsetzen in das Zéhlerpolynom: (—3)* — 3(—3)3 — 9(—3)? +23(-3) - 12=0
Einsetzen in das Nennerpolynom: (—3)2 4+ 8(—3) +15=10
Sowohl der Z&hler als auch der Nenner hat eine Nullstelle bei x = —3.

Polynomdivision des Nenners:
(22 +8x+15): (z+3)=x+5
22+ 3z
5415

5z +15
0

— 2 +8r+15=(x+3)-(z+5)
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Polynomdivision des Zahlers:
(2% =323 — 922 +232—12): (x +3) = 2> — 622 + 9z — 4
x4+ 323
- —62°— 922
— 623 — 1822
9224232
922 + 27z
= dz—12
— 4r—12
0

D.h.: 2% =323 — 922 + 232 — 12 = (2 4+ 3) - (2 — 62% + 9z — 4)

2t =323 —-9224+232—12

lim f(z)= lim

z——3 z——3 22 4+8x+15
(3 — 62 _
— lim (x+3) (x> —62°+9x —4)
z—-3 (x+3)-(z+5)
3 _ 2 _ _
_ limx 6x°+9x 4: 112:—56
r——3 r+5 2
Beispiel 6.9.
VR 2—-v2 . (WVRF+2-V2)(WVh+2+V2)
lim —— = lim
h—0 h h—0 h(Vh +2+V/2)
. h+2-2
= lim
h=0 h(vh + 2 + V/2)
i h
= lim
h=0 h(v/h + 2+ V/2)
. 1 1
= lim =
=0 (Vh+2+V2) 22
lim Ve+h—z lim (Vz+h—vz)Vr+h+1)
h—0 h h—0 h(Vx +h+ x)
. x4+ h—z
= lim
h—0 h (v + h++/T)
) h
= lim
h=0 h(vx + h +/x)
1 1

S (Varheve) 2vE
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Beispiel 6.10.

16 — 81 22 4 4 —
lim 6—8la® im( +92)(4 — 9z)

T—g 3\/E -2 T—g 3\/5 —2
(4+92)(2 4 3vZ)(2 — 3VT)

'
'

= lim

e —(2—3V)
= hmé(—1)(4 +92)(2+3Vz) = -8 -4=-32

9
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