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1. Grundlagen
Grundlagen der Aussagenlogik
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Aussagenlogik

Definition 1.1

Unter einer Aussage versteht man eine Behauptung, von der eindeutig
entschieden werden kann, ob sie wahr oder falsch ist.

Einer Aussage ordnet man die Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f) zu.
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Aussagenlogik

Definition 1.1

Unter einer Aussage versteht man eine Behauptung, von der eindeutig
entschieden werden kann, ob sie wahr oder falsch ist.

Einer Aussage ordnet man die Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f) zu.

Beispiel 1.2

A 49 ist eine Primzahl. (f)
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Aussagenlogik

Definition 1.1

Unter einer Aussage versteht man eine Behauptung, von der eindeutig
entschieden werden kann, ob sie wahr oder falsch ist.
Einer Aussage ordnet man die Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f) zu.

Beispiel 1.2

A 49 ist eine Primzahl. (f)
B 49 ist eine Quadratzahl. (w)
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Aussagenlogik

Definition 1.1

Unter einer Aussage versteht man eine Behauptung, von der eindeutig
entschieden werden kann, ob sie wahr oder falsch ist.
Einer Aussage ordnet man die Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f) zu.

Beispiel 1.2

A 49 ist eine Primzahl. (f)
B 49 ist eine Quadratzahl. (w)
C Wien ist die Hauptstadt der Schweiz. (f)
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Aussagenlogik

Definition 1.1

Unter einer Aussage versteht man eine Behauptung, von der eindeutig
entschieden werden kann, ob sie wahr oder falsch ist.
Einer Aussage ordnet man die Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f) zu.

Beispiel 1.2
A 49 ist eine Primzahl. (f)
B 49 ist eine Quadratzahl. (w)
C Wien ist die Hauptstadt der Schweiz. (f)
D Der Vorkurs Mathematik ist nitzlich.
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Aussagenlogik

Definition 1.1

Unter einer Aussage versteht man eine Behauptung, von der eindeutig
entschieden werden kann, ob sie wahr oder falsch ist.
Einer Aussage ordnet man die Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f) zu.

Beispiel 1.2
A 49 ist eine Primzahl. (f)
B 49 ist eine Quadratzahl. (w)
C Wien ist die Hauptstadt der Schweiz. (f)
D Der Vorkurs Mathematik ist nitzlich.

Keine Aussage, da die Behauptung nicht objektiv als wahr oder
falsch klassifiziert werden kann, auch wenn wir hoffen, dass viele
von lhnen das am Kursende subjektiv so empfinden. *
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Bezeichnung 1.3

Ist A eine Aussage, so bezeichnet —A (gesprochen , nicht A“) die Negation
der Aussage A.

—A ist wieder eine Aussage, die wahr ist, wenn A falsch ist und falsch ist,
wenn A wahr ist.

Tabelle: Wahrheitstafel von —A
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Bezeichnung 1.3

Ist A eine Aussage, so bezeichnet —A (gesprochen , nicht A“) die Negation
der Aussage A.

—A ist wieder eine Aussage, die wahr ist, wenn A falsch ist und falsch ist,
wenn A wahr ist.

A —-A
w f
f w

Tabelle: Wahrheitstafel von —A
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Beispie| 14

A 2+2=14(w)

o 5«
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Beispiel 1.4

A 2+42=4(w)
—A 24+2#4(f)
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Beispiel 1.4

A 242=4(w)
A 242#4(f)
B Alle Menschen sind sterblich. (w)
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Beispiel 1.4

A 242=4(w)
A 242#4(f)
B Alle Menschen sind sterblich. (w)
—B  Es existiert ein Mensch, der nicht sterblich ist. (f)
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Beispiel 1.4

A 242=4(w)
A 24+2#£4(f)
B Alle Menschen sind sterblich. (w)
—B  Es existiert ein Mensch, der nicht sterblich ist. (f)
Das letzte Beispiel zeigt, dass bei Negationen genau auf die For-
mulierung zu achten ist.
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Beispiel 1.4

A 242=4(w)
A 242#4(f)
B Alle Menschen sind sterblich. (w)
—B  Es existiert ein Mensch, der nicht sterblich ist. (f)
Das letzte Beispiel zeigt, dass bei Negationen genau auf die For-
mulierung zu achten ist.

C Alle Menschen sind unsterblich. (f)
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Beispiel 1.4

A 2+42=4(w)
A 242#4(f)
B Alle Menschen sind sterblich. (w)
—B  Es existiert ein Mensch, der nicht sterblich ist. (f)
Das letzte Beispiel zeigt, dass bei Negationen genau auf die For-
mulierung zu achten ist.

C Alle Menschen sind unsterblich. (f)
C ist nicht die Negation von Aussage B.
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Beispiel 1.4

A 2+42=4(w)
A 242#4(f)
B Alle Menschen sind sterblich. (w)
—B  Es existiert ein Mensch, der nicht sterblich ist. (f)
Das letzte Beispiel zeigt, dass bei Negationen genau auf die For-
mulierung zu achten ist.

C Alle Menschen sind unsterblich. (f)
C ist nicht die Negation von Aussage B.
D Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt n+ 3 = 6. (f)
—D Es existiert eine natirliche Zahl n, so dass n+ 3 # 6 gilt. (w)
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Verkniipfungen von Aussagen
Definition 1.5

Sind A und B Aussagen, so wird durch A A B (gesprochen , A und B") eine
neue Aussage, die Konjunktion von A und B definiert.

A A B ist eine wahre Aussage, wenn sowohl A als auch B wahre Aussagen
sind. Anders ausgedriickt ist A A B falsch, wenn (mindestens) eine der beiden
Aussagen falsch ist.

A B
woow
w f
f w
£

Tabelle: Wahrheitstafel von AA B
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Verkniipfungen von Aussagen
Definition 1.5

Sind A und B Aussagen, so wird durch A A B (gesprochen , A und B") eine
neue Aussage, die Konjunktion von A und B definiert.

A A B ist eine wahre Aussage, wenn sowohl A als auch B wahre Aussagen
sind. Anders ausgedriickt ist A A B falsch, wenn (mindestens) eine der beiden
Aussagen falsch ist.

A B AAB
woow w
w f f
f w f
f f

Tabelle: Wahrheitstafel von AA B
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Beispie| 16

A 242=4(w)

o 5«
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Beispiel 1.6

A 242=4(w)

B 49 ist eine Primzahl (f)
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Beispiel 1.6

A 242=4(w)

B 49 ist eine Primzahl (f)
C 49 ist eine Quadratzahl (w)
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Beispiel 1.6

A 242=4(w)
B 49 ist eine Primzahl (f)
C 49 ist eine Quadratzahl (w)
AANB 242 =4 und 49 ist eine Primzahl (f)
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Beispiel 1.6

A 242=4(w)

B 49 ist eine Primzahl (f)

C 49 ist eine Quadratzahl (w)
AANB 242 =4 und 49 ist eine Primzahl (f)
ANC 242 =4und 49 ist eine Quadratzahl (w)
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Beispiel 1.6

A
B
C
ANB
ANC
BANC

2+2=4(w)

49 ist eine Primzahl (f)

49 ist eine Quadratzahl (w)

2 +2 =4 und 49 ist eine Primzahl (f)

2 +2 =4 und 49 ist eine Quadratzahl (w)
49 ist eine Primzahl und eine Quadratzahl (f)
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Definition 1.7

Sind A und B Aussagen, so wird durch AV B (gesprochen ,,A oder B") eine
neue Aussage, die Disjunktion (nicht ausschlieBendes oder) von A und B
definiert.

AV B ist wahr, wenn mindestens eine der Aussagen A oder B wahr ist. Anders
ausgedriickt ist AV B nur dann falsch, wenn sowohl A als auch B falsch sind.
Meint man ,entweder A oder B", so schreibt man AVB und spricht vom
exklusiven Oder".

A B
W w
w f
f w
f f

Tabelle: Wahrheitstafel von AV B und AVB
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Definition 1.7

Sind A und B Aussagen, so wird durch AV B (gesprochen ,,A oder B") eine
neue Aussage, die Disjunktion (nicht ausschlieBendes oder) von A und B
definiert.

AV B ist wahr, wenn mindestens eine der Aussagen A oder B wahr ist. Anders
ausgedriickt ist AV B nur dann falsch, wenn sowohl A als auch B falsch sind.
Meint man ,entweder A oder B", so schreibt man AVB und spricht vom
exklusiven Oder".

A B AVB
W w w
w f w
f w w
f f f

Tabelle: Wahrheitstafel von AV B und AVB
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Definition 1.7

Sind A und B Aussagen, so wird durch AV B (gesprochen ,,A oder B") eine
neue Aussage, die Disjunktion (nicht ausschlieBendes oder) von A und B
definiert.

AV B ist wahr, wenn mindestens eine der Aussagen A oder B wahr ist. Anders
ausgedriickt ist AV B nur dann falsch, wenn sowohl A als auch B falsch sind.
Meint man ,entweder A oder B", so schreibt man AVB und spricht vom
exklusiven Oder".

wow w f
w f w w
f w w w
f f f f

Tabelle: Wahrheitstafel von AV B und AVB
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Beispiel 1.8

A 242=4(w)

B 49 ist eine Primzahl (f)
C 49 ist eine Quadratzahl (w)
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Beispiel 1.8

24+2=4(w)

49 ist eine Primzahl (f)

49 ist eine Quadratzahl (w)

2 + 2 = 4 oder 49 ist eine Primzahl. (w)

(VG IVVERN
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Beispiel 1.8

24+2=4(w)

49 ist eine Primzahl (f)

49 ist eine Quadratzahl (w)

AV B 242 =4 oder 49 ist eine Primzahl. (w)
AV C 242 =4 oder 49 ist eine Quadratzahl. (w)

Ol >
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Beispiel 1.8

A 242=4(w)

B 49 ist eine Primzahl (f)

C 49 ist eine Quadratzahl (w)
AV B 242 =4 oder 49 ist eine Primzahl. (w)
AV C 242 =4 oder 49 ist eine Quadratzahl. (w)
BV C 49 ist eine Primzahl oder eine Quadratzahl. (w)
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Beispiel 1.8

A 2+2=4(w)

B 49 ist eine Primzahl (f)

C 49 ist eine Quadratzahl (w)
AV B 242 =4 oder 49 ist eine Primzahl. (w)
AV C 242 =4 oder 49 ist eine Quadratzahl. (w)
BV C 49 ist eine Primzahl oder eine Quadratzahl. (w)

Bemerkung 1.9

Dieses Beispiel macht noch einmal deutlich, dass sich das aussagenlogische
»oder” vom lblichen Sprachgebrauch unterscheidet.
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Definition 1.10

Sind A und B Aussagen, so wird durch A= B (gesprochen ,wenn A dann
B" oder ,aus A folgt B") wieder eine Aussage definiert, die Implikation (oder
Folgerung) genannt wird.

Die Implikation A = B ist nur dann eine falsche Aussage, wenn A wahr und
B falsch ist.

Merke: Aus einer falschen Aussage kann eine wahre Aussage folgen.
Aus einer wahren Aussage folgt aber niemals eine falsche!

Aussagenlogik

A B
w w
w

w
fof

Tabelle: Wahrheitstafel von A — B
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Definition 1.10

Sind A und B Aussagen, so wird durch A= B (gesprochen ,wenn A dann
B" oder ,aus A folgt B") wieder eine Aussage definiert, die Implikation (oder
Folgerung) genannt wird.

Die Implikation A = B ist nur dann eine falsche Aussage, wenn A wahr und
B falsch ist.

Merke: Aus einer falschen Aussage kann eine wahre Aussage folgen.
Aus einer wahren Aussage folgt aber niemals eine falsche!

Aussagenlogik

A B A=B

woow w
w f f

w w
f f w

Tabelle: Wahrheitstafel von A — B
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Beispiel 1.11

A 4 ist Teiler von 8. (w)

fussagsniogiy
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Beispiel 1.11

A 4 ist Teiler von 8. (w)
B 2 ist Teiler von 8. (w)
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Beispiel 1.11

A 4 ist Teiler von 8. (w)
B 2 ist Teiler von 8. (w)
A= B Wenn 4 Teiler von 8 ist, dann ist 2 Teiler von 8. (w)
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Beispiel 1.11

A
B
A= B
B=A

4 ist Teiler von 8. (w)
2 ist Teiler von 8. (w)
Wenn 4 Teiler von 8 ist, dann ist 2 Teiler von 8. (w)
Wenn 2 Teiler von 8 ist, dann ist 4 Teiler von 8. (w)
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Beispiel 1.11

A 4 ist Teiler von 8. (w)

B 2 ist Teiler von 8. (w)
A= B Wenn 4 Teiler von 8 ist, dann ist 2 Teiler von 8. (w)
B = A Wenn 2 Teiler von 8 ist, dann ist 4 Teiler von 8. (w)

Beispiel 1.12

A 4 ist Teiler von 10. (f)
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Beispiel 1.11

A 4 ist Teiler von 8. (w)

B 2 ist Teiler von 8. (w)
A= B Wenn 4 Teiler von 8 ist, dann ist 2 Teiler von 8. (w)
B = A Wenn 2 Teiler von 8 ist, dann ist 4 Teiler von 8. (w)

Beispiel 1.12

A 4 ist Teiler von 10. (f)
B 2 ist Teiler von 10. (w)
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Beispiel 1.11

A 4 ist Teiler von 8. (w)

B 2 ist Teiler von 8. (w)
A= B Wenn 4 Teiler von 8 ist, dann ist 2 Teiler von 8. (w)
B = A Wenn 2 Teiler von 8 ist, dann ist 4 Teiler von 8. (w)

Beispiel 1.12

A 4 ist Teiler von 10. (f)
B 2 ist Teiler von 10. (w)
A= B Wenn 4 Teiler von 10 ist, dann ist 2 Teiler von 10. (w)
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Beispiel 1.11

A 4 ist Teiler von 8. (w)

B 2 ist Teiler von 8. (w)
A= B Wenn 4 Teiler von 8 ist, dann ist 2 Teiler von 8. (w)
B = A Wenn 2 Teiler von 8 ist, dann ist 4 Teiler von 8. (w)

Beispiel 1.12

A 4 ist Teiler von 10. (f)

B 2 ist Teiler von 10. (w)
A= B Wenn 4 Teiler von 10 ist, dann ist 2 Teiler von 10. (w)
B = A Wenn 2 Teiler von 10 ist, dann ist 4 Teiler von 10. (f)
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Beispiel 1.11

A 4 ist Teiler von 8. (w)

B 2 ist Teiler von 8. (w)
A= B Wenn 4 Teiler von 8 ist, dann ist 2 Teiler von 8. (w)
B = A Wenn 2 Teiler von 8 ist, dann ist 4 Teiler von 8. (w)

Beispiel 1.12

A 4 ist Teiler von 10. (f)

B 2 ist Teiler von 10. (w)
A= B Wenn 4 Teiler von 10 ist, dann ist 2 Teiler von 10. (w)
B = A Wenn 2 Teiler von 10 ist, dann ist 4 Teiler von 10. (f)

Bemerkung 1.13

Die Implikation behauptet keinen inhaltlichen Zusammenhang zwischen
Voraussetzung und Schlussfolgerung. EERI- IR * Wi




Definition 1.14

Sind A und B Aussagen, dann ist (A = B) A (B = A) ebenfalls eine Aussage,
die Aquivalenz A <= B (gesprochen , A aquivalent zu B" oder , A genau
dann wenn B").

A <= B ist eine wahre Aussage, wenn A und B die gleichen Wahrheitswerte
haben, d. h. entweder beide wahr oder beide falsch sind.

A B
woow
w f
f w
f f

Tabelle: Wahrheitstafel von A <— B

BERGISCHE
UNIVERSITAT
WUPPERTAL

«O>» «F» «

thit
v



Definition 1.14

Sind A und B Aussagen, dann ist (A = B) A (B = A) ebenfalls eine Aussage,
die Aquivalenz A <= B (gesprochen , A aquivalent zu B" oder , A genau
dann wenn B").

A <= B ist eine wahre Aussage, wenn A und B die gleichen Wahrheitswerte
haben, d. h. entweder beide wahr oder beide falsch sind.

A B A=B B=A

woow w w
w f f w
f w w f
f f w w

Tabelle: Wahrheitstafel von A <— B
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Definition 1.14

Sind A und B Aussagen, dann ist (A = B) A (B = A) ebenfalls eine Aussage,
die Aquivalenz A <= B (gesprochen , A aquivalent zu B" oder , A genau
dann wenn B").

A <= B ist eine wahre Aussage, wenn A und B die gleichen Wahrheitswerte
haben, d. h. entweder beide wahr oder beide falsch sind.

A B A=B B=A A&B

woow w w w
w f f w f
f w w f f
f f w w w

Tabelle: Wahrheitstafel von A <— B
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Beispiel 1.15

A 2 ist Teiler von 10. (w)
B 4 ist Teiler von 10. (f)
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Beispiel 1.15

A 2 ist Teiler von 10. (w)

B 4 ist Teiler von 10. (f)
A= B Wenn 2 Teiler von 10 ist, dann ist 4 Teiler von 10. (f)
B = A Wenn 4 Teiler von 10 ist, dann ist 2 Teiler von 10. (w)
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Beispiel 1.15

A= B
B= A
A< B

2 ist Teiler von 10. (w)

4 ist Teiler von 10. (f)

Wenn 2 Teiler von 10 ist, dann ist 4 Teiler von 10. (f)
Wenn 4 Teiler von 10 ist, dann ist 2 Teiler von 10. (w)

2 ist Teiler von 10, genau dann wenn 4 Teiler von 10 ist. (f)
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Definition 1.16

Man nennt zwei Verkniipfungen der Aussagen A, B, C, ... gleichwertig oder
dquivalent (Schreibweise: ,<"), wenn sie bei gleichen Wahrheitswerten fiir
A, B, C,... gleiche Wahrheitswerte annehmen.
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Definition 1.16

Man nennt zwei Verkniipfungen der Aussagen A, B, C, ... gleichwertig oder
dquivalent (Schreibweise: ,<"), wenn sie bei gleichen Wahrheitswerten fiir
A, B, C,... gleiche Wahrheitswerte annehmen.

Beispiel 1.17
A = B und (-B) = (—A) sind gleichwertig:

A B A=B

woow w
w f f

w w
f f w

Tabelle: Wahrheitstafel zu (A = B) < ((—B) = (—A))
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Definition 1.16

Man nennt zwei Verkniipfungen der Aussagen A, B, C, ... gleichwertig oder
dquivalent (Schreibweise: ,<"), wenn sie bei gleichen Wahrheitswerten fiir
A, B, C,... gleiche Wahrheitswerte annehmen.

Beispiel 1.17

A = B und (-B) = (—A) sind gleichwertig:

A B A=B -B -A (-B)= (-A)

woow w f f w
w f f w f f

w w f w w
f f w w w w

Tabelle: Wahrheitstafel zu (A = B) < ((—B) = (—A))
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Umformungsregeln

ANE — BAA

WV E B

(Kommutativgesetz)

o 5«
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Umformungsregeln

AANB < BAA -
(Kommutativgesetz)
AVB < BVA
AN(BANC) < (AAB)AC
( ) ( ) (Assoziativgesetz)
AV(BVC(C) < (AvB)vC
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Umformungsregeln

ANB < BAA i
(Kommutativgesetz)

AVB < BVA
AN(BAC) < (AANB)NC (Assoziativgesetz)
AV(BVC) <= (AVB)VC

C

ANBVC) = (ANB)VIANC) - b i tivesets)
AV(BAC) <= (AVB)A(AV Q)
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Umformungsregeln

ANB <= BAA _
(Kommutativgesetz)
AVB <= BVA
C ANB)AC
ANBAC) = (ANB)A (Assoziativgesetz)
AV(BVC(C) < (AVvB)vC
() <= (AAB ANC
AN(BVC) (ANB)V(ANC) (Distributivgesetz)
AV(BANC) < (AVB)A(AVC)
—(-A) <= A (Doppelte Verneinung)
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Umformungsregeln

AANB < BAA -
(Kommutativgesetz)
AVB <= BVA
AN(BAC ANB)AC
( ) = ( ) (Assoziativgesetz)
AvV(BV(C) < (AvB)vC
AN(BV C AANB)V(AANC
( ) = )V ) (Distributivgesetz)
AV(BANC) <= (AVB)A(AV ()
~(-A) = A (Doppelte Verneinung)
( ) = (FAV(B) (Regel von De Morgan)
~(AV B) <= (-A)A(-B)
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Tabelle: Umformungsregeln fiir aussagenlogische Terme



w w f
w f w
w f

f w w
f w f
f f w
f f f

Tabelle: Wahrheitstafel zum Assoziativgesetz AA (BA C) < (AANB)AC
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A B C BAC

wow o w w
w w f f
w f w f
w f f
f w w w

Tabelle: Wahrheitstafel zum Assoziativgesetz AA (BA C) < (AANB)AC
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A B C BAC AA(BAC)

wow o w w w
w w f f f
w f w f f
w f f f
f w w w f
f w f f f
f f w f f
f f f f f

Tabelle: Wahrheitstafel zum Assoziativgesetz AA (BA C) < (AANB)AC
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A B C BAC AA(BAC) AAB

wow o w w w w
w w f f f w
w f w f f

w f f f f
f w w w f f
f w f f f f
f f w f f f
f f f f f f

Tabelle: Wahrheitstafel zum Assoziativgesetz AA (BA C) < (AANB)AC
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A B C BAC AA(BAC) AAB (AAB)AC

wow o w w w w w
w w f f f w f
w f w f f f
w f f f f f
f w w w f f f
f w f f f f f
f f w f f f f
f f f f f f f

Tabelle: Wahrheitstafel zum Assoziativgesetz AA (BA C) < (AANB)AC
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Beispiel 1.18 (Assoziativgesetz)

A: 2 ist Teiler von 6. (w)
B: 3 ist Teiler von 6. (w)
C: 4 ist Teiler von 6. (f)
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Beispiel 1.18 (Assoziativgesetz)

A: 2 ist Teiler von 6. (w)
B: 3 ist Teiler von 6. (w)
C: 4 ist Teiler von 6. (f)

AN (BAC): 2 Teiler von 6 und (3 und 4 Teiler von 6) (f)

(AANB)AC: (2 und 3 Teiler von 6) und 4 Teiler von 6 (f)

Das Assoziativgesetz besagt, dass die Klammern weggelassen werden diirfen.
AANBAC: 2und 3 und 4 sind Teiler von 6. (f)
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Beispiel 1.19 (Doppelte Verneinung)

A 2 ist Teiler von 6. (w)
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Beispiel 1.19 (Doppelte Verneinung)

A 2 ist Teiler von 6. (w)
—A 2 ist nicht Teiler von 6. (f)
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Beispiel 1.19 (Doppelte Verneinung)

2 ist Teiler von 6. (w)
2 ist nicht Teiler von 6. (f)
Es gilt nicht, dass 2 nicht Teiler von 6 ist. (w)

Jede Primzahl p > 2 ist ungerade. (w)

«O0>» «F» «E>»
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Beispiel 1.19 (Doppelte Verneinung)

2 ist Teiler von 6. (w)
2 ist nicht Teiler von 6. (f)
Es gilt nicht, dass 2 nicht Teiler von 6 ist. (w)

Jede Primzahl p > 2 ist ungerade. (w)
Es gilt nicht, dass jede Primzahl p > 2 ungerade ist. (f)

«O0>» «F» «E>»

W
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Beispiel 1.19 (Doppelte Verneinung)

2 ist Teiler von 6. (w)
2 ist nicht Teiler von 6. (f)
Es gilt nicht, dass 2 nicht Teiler von 6 ist. (w)

Jede Primzahl p > 2 ist ungerade. (w)
Es gilt nicht, dass jede Primzahl p > 2 ungerade ist. (f)
bzw. es existiert eine Primzahl p > 2, die gerade ist. (f)

«O0>» «F» «E>»

W
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Beispiel 1.19 (Doppelte Verneinung)

2 ist Teiler von 6. (w)
2 ist nicht Teiler von 6. (f)
Es gilt nicht, dass 2 nicht Teiler von 6 ist. (w)

Jede Primzahl p > 2 ist ungerade. (w)
Es gilt nicht, dass jede Primzahl p > 2 ungerade ist. (f)
bzw. es existiert eine Primzahl p > 2, die gerade ist. (f)

Es gilt nicht, dass es eine Primzahl p > 2 gibt, die gerade ist. (w)

«O0>» «F» «E>»
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Beispiel 1.19 (Doppelte Verneinung)

A 2 ist Teiler von 6. (w)
—A 2 ist nicht Teiler von 6. (f)
—(—A) Es gilt nicht, dass 2 nicht Teiler von 6 ist. (w)

B Jede Primzahl p > 2 ist ungerade. (w)
—B  Es gilt nicht, dass jede Primzahl p > 2 ungerade ist. (f)
bzw. es existiert eine Primzahl p > 2, die gerade ist. (f)
—(—B) Es gilt nicht, dass es eine Primzahl p > 2 gibt, die gerade ist. (w)
bzw. jede Primzahl p > 2 ist ungerade. (w)
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Definition 1.20

Eine Aussage, die aus der Verkniipfung mehrerer Aussagen hervorgeht, ist
eine Tautologie, wenn fir alle méglichen Wahrheitswerte der fir die
Verkniipfung verwendeten Aussagen, die Aussage insgesamt stets wahr ist.
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Definition 1.20

Eine Aussage, die aus der Verkniipfung mehrerer Aussagen hervorgeht, ist
eine Tautologie, wenn fir alle méglichen Wahrheitswerte der fir die
Verkniipfung verwendeten Aussagen, die Aussage insgesamt stets wahr ist.

Beispiel 1.21

» AV (—A), der Satz vom ausgeschlossenen Dritten, ist eine Tautologie.
Es regnet oder es regnet nicht — es gibt keine dritte Moglichkeit.

A

w

f

Tabelle: Wahrheitstafel von AV (-A)
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Definition 1.20

Eine Aussage, die aus der Verkniipfung mehrerer Aussagen hervorgeht, ist
eine Tautologie, wenn fir alle méglichen Wahrheitswerte der fir die
Verkniipfung verwendeten Aussagen, die Aussage insgesamt stets wahr ist.

Beispiel 1.21

» AV (—A), der Satz vom ausgeschlossenen Dritten, ist eine Tautologie.
Es regnet oder es regnet nicht — es gibt keine dritte Moglichkeit.

A —-A
w f
f w

Tabelle: Wahrheitstafel von AV (-A)
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Definition 1.20

Eine Aussage, die aus der Verkniipfung mehrerer Aussagen hervorgeht, ist
eine Tautologie, wenn fir alle méglichen Wahrheitswerte der fir die
Verkniipfung verwendeten Aussagen, die Aussage insgesamt stets wahr ist.

Beispiel 1.21

» AV (—A), der Satz vom ausgeschlossenen Dritten, ist eine Tautologie.
Es regnet oder es regnet nicht — es gibt keine dritte Moglichkeit.

A —-A AV (—|A)

w f w

f w w

Tabelle: Wahrheitstafel von AV (-A)
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Beispiel 1.21 (fort.)

» —(AA(—A)), das Gesetz vom Widerspruch, ist eine Tautologie. Es
richtig.

regnet und es regnet nicht ist immer falsch, die Negation daher stets

Tabelle: Wahrheitstafel von =(A A (-A))
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Beispiel 1.21 (fort.)

» —(AA(—A)), das Gesetz vom Widerspruch, ist eine Tautologie. Es
richtig.

regnet und es regnet nicht ist immer falsch, die Negation daher stets

Tabelle: Wahrheitstafel von =(A A (-A))
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Beispiel 1.21 (fort.)

» —(AA(—A)), das Gesetz vom Widerspruch, ist eine Tautologie. Es
richtig.

regnet und es regnet nicht ist immer falsch, die Negation daher stets
A

A AA (—|A)
w f
f

f

w

f

Tabelle: Wahrheitstafel von =(A A (-A))
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Beispiel 1.21 (fort.)

» —(AA(—A)), das Gesetz vom Widerspruch, ist eine Tautologie. Es
richtig.

regnet und es regnet nicht ist immer falsch, die Negation daher stets

A —A AA(-A) —(AA(-A))
w f f w
foow f w

Tabelle: Wahrheitstafel von =(A A (-A))
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Beispiel 1.21 (fort.)

» (A= B) <= ((—A) V B) ist eine Tautologie.

A B
w w
w f
f w
f f

Tabelle: Wahrheitstafel von (A = B) <= ((—A) V B)
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Beispiel 1.21 (fort.)

» (A= B) <= ((—A) V B) ist eine Tautologie.

A B A=B

w w w
w f f
f w w
f f w

Tabelle: Wahrheitstafel von (A = B) <= ((—A) V B)
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Beispiel 1.21 (fort.)

» (A= B) <= ((—A) V B) ist eine Tautologie.

A B A=B -A

w w w f
w f f f
f w w w
f f w w

Tabelle: Wahrheitstafel von (A = B) <= ((—A) V B)
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Beispiel 1.21 (fort.)

» (A= B) <= ((—A) V B) ist eine Tautologie.

A B A=B -A (-A)VB

w w w f w
w f f f f
f w w w w
f f w w w

Tabelle: Wahrheitstafel von (A = B) <= ((—A) V B)
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Beispiel 1.21 (fort.)

» (A= B) <= ((—A) V B) ist eine Tautologie.

A B A=B -A (-A)VB (A= B)< ((-A)V B)

_,,
H3

w w w w
w f f f f w
f w w w w w
f f w w w w

Tabelle: Wahrheitstafel von (A = B) <= ((—A) V B)
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Aussageformen

Definition 1.22

Eine Aussageform ist eine Behauptung, die eine oder mehrere Variablen
enthalt. Eine Aussageform wird zu einer Aussage, wenn fiir die Variablen
Elemente des zugehorigen Grundbereiches eingesetzt werden.
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Aussageformen

Definition 1.22

Eine Aussageform ist eine Behauptung, die eine oder mehrere Variablen
enthalt. Eine Aussageform wird zu einer Aussage, wenn fiir die Variablen
Elemente des zugehorigen Grundbereiches eingesetzt werden.

Setzt man Elemente des Grundbereiches ein, so dass die Aussageform eine
wahre Aussage ergibt, so nennt man diese Lésung der Aussageform.
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Beispiel 1.23

Grundbereich: Z (Menge der ganzen Zahlen)
Ax) x+7=0 ist eine Aussageform mit der Variablen x.
A(-7) —7+4+7=0 (w) isteine Aussage mit dem Wahrheitswert (w).
A0) 0+47=0 (f) isteine Aussage mit dem Wahrheitswert (f).
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Beispiel 1.23

Grundbereich: Z (Menge der ganzen Zahlen)
Ax) x+7=0 ist eine Aussageform mit der Variablen x.
A(-7) —7+4+7=0 (w) isteine Aussage mit dem Wahrheitswert (w).
A0) 0+47=0 (f) isteine Aussage mit dem Wahrheitswert (f).

Bemerkung 1.24

Aussageformen mit demselben Grundbereich kann man wie Aussagen
miteinander verkniipfen und erhalt wieder eine Aussageform.
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Definition 1.25

Als Menge bezeichnet man die Zusammenfassung unterschiedlicher Objekte,
die Elemente genannt werden.

Eine Menge, die kein Element enthélt, heiBt /eere Menge und wird mit dem
Symbol { } (oder 0)) bezeichnet.

Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten.
Man schreibt dann A = B.
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Beispiel 1.26

» Menge der Teilnehmer am Vorkurs Mathematik
» Menge der Zahlen 2,3,5,7.

» Menge der Telefonnummern in Wuppertal
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Beispiel 1.26

» Menge der Teilnehmer am Vorkurs Mathematik
» Menge der Zahlen 2,3,5,7.

» Menge der Telefonnummern in Wuppertal
Bezeichnung 1.27

kleinen Buchstaben bezeichnet.

» x € A: x ist Element von A.

Mengen werden in der Regel mit groBen Buchstaben, die Elemente mit
» x & A: x ist nicht Element von A.

«O>» «F» «
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Beschreibung von Mengen

Man unterscheidet die aufzahlende und die beschreibende Form. Bei der
aufzahlenden Form werden alle Elemente in beliebiger Reihenfolge zwischen
zwei geschweiften Klammern aufgelistet, z. B.

A=1{1,2,3,4,5} oder auch A={2,5,1,4,3}.
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Beschreibung von Mengen

Man unterscheidet die aufzahlende und die beschreibende Form. Bei der
aufzahlenden Form werden alle Elemente in beliebiger Reihenfolge zwischen
zwei geschweiften Klammern aufgelistet, z. B.

A=1{1,2,3,4,5} oder auch A={2,5,1,4,3}.

Haufig ist es unpraktisch oder auch nicht moglich, eine Menge in der
aufzahlenden Form anzugeben. Bei der beschreibenden Form werden die
Elemente mit Hilfe von Aussageformen unter Angabe der Grundmenge
spezifiziert, z. B.

A={x€Z:x>1 N x<b}={xe€Z:1<x<5}.
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Haufig moéchte man logische Aussagen tiber die Elemente einer Menge treffen.
Insbesondere ist es interessant ob alle oder zumindest ein Element eine

bestimmte Bedingung (Aussageform) erfiillen. Daher werden die folgenden
Abkiirzungen verwendet:

J  es existiert mindestens ein Element in der Men-
ge, das die folgende Aussage erfiillt

YV alle Elemente der Menge erfiillen die folgende
Aussage

«O>» «F» «
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Haufig moéchte man logische Aussagen tiber die Elemente einer Menge treffen.
Insbesondere ist es interessant ob alle oder zumindest ein Element eine
bestimmte Bedingung (Aussageform) erfiillen. Daher werden die folgenden
Abkiirzungen verwendet:
J  es existiert mindestens ein Element in der Men-
ge, das die folgende Aussage erfiillt
YV alle Elemente der Menge erfiillen die folgende
Aussage

Beispiel 1.28

» Vxe A={1,2,3,45}: x>0
» JaeZ:\/a¢Z
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Beziehungen zwischen Mengen
Definition 1.29

auch Element von B ist, d.h.

A C B (gesprochen , A ist Teilmenge von B"), wenn jedes Element von A

ACB<«<= (x€e A= x€B)
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Beziehungen zwischen Mengen

Definition 1.29

A C B (gesprochen , A ist Teilmenge von B"), wenn jedes Element von A
auch Element von B ist, d.h.

ACB<«<= (x€e A= x€B)

Beispiel 1.30

» A=1{1,2,3,4,5}
» B={1,2,3,4,56}
» ACB,aber BZ A
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Beziehungen zwischen Mengen
Definition 1.31

Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich wenn gilt:

(AC B) A (BC A). Um zu zeigen, dass zwei Mengen A und B gleich sind,
verwendet man meistens diesen Zusammenhang, d. h. man zeigt dass jedes
Element a € A auch in B enthalten ist und dass jedes Element b € B auch in
A enthalten ist.
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Beziehungen zwischen Mengen
Definition 1.31

Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich wenn gilt:

(AC B) A (BC A). Um zu zeigen, dass zwei Mengen A und B gleich sind,
verwendet man meistens diesen Zusammenhang, d. h. man zeigt dass jedes
Element a € A auch in B enthalten ist und dass jedes Element b € B auch in
A enthalten ist.

Moéchte man ausdriicken, dass A eine echte Teilmenge von B ist, d. h. nicht
gleich B, so schreibt man:

ACB<= (xe A= xeB)AN(A#B)
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Beziehungen zwischen Mengen
Definition 1.31

Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich wenn gilt:

(AC B) A (BC A). Um zu zeigen, dass zwei Mengen A und B gleich sind,
verwendet man meistens diesen Zusammenhang, d. h. man zeigt dass jedes
Element a € A auch in B enthalten ist und dass jedes Element b € B auch in

A enthalten ist.
Moéchte man ausdriicken, dass A eine echte Teilmenge von B ist, d. h. nicht
gleich B, so schreibt man:

ACB<= (xe A= xeB)AN(A#B)

Beispiel 1.32

» {1,2,3,4,5} = {2,5,1,4,3}
» {1,2,3,4,5} C {1,2,3,4,5,6} RN IREE
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Verkniipfungen von Mengen

Definition 1.33

Als Durchschnitt AN B zweier Mengen A und B bezeichnet man die Menge
aller Elemente, die zu A und zu B gehoren, d. h.
ANB={x:xe€ AAx € B}.

Ist AN B ={ }, so heiBen A und B disjunkt.
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Verkniipfungen von Mengen

Definition 1.33

Als Durchschnitt AN B zweier Mengen A und B bezeichnet man die Menge
aller Elemente, die zu A und zu B gehoren, d. h.
ANB={x:xe€ AAx € B}.

Ist AN B ={ }, so heiBen A und B disjunkt.

Die Vereinigung AU B zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente,
die zu A oder zu B gehéren, d.h. AUB ={x:x € AV x € B}.
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Verkniipfungen von Mengen

Definition 1.33

Als Durchschnitt AN B zweier Mengen A und B bezeichnet man die Menge
aller Elemente, die zu A und zu B gehoren, d. h.
ANB={x:xe€ AAx € B}.

Ist AN B ={ }, so heiBen A und B disjunkt.

Die Vereinigung AU B zweier Mengen A und B ist die Menge aller Elemente,
die zu A oder zu B gehéren, d.h. AUB ={x:x € AV x € B}.

» {1,2,3,4,5} N {3,4,5,6,7} = {3,4,5}
> {172737475} U {3747 5) 6) 7} = {1727 3) 4757677}

BERGISCHE
UNIVERSITAT
«O0>» «F» «E>» WUPPERTAL




Verkniipfungen von Mengen

Definition 1.33

Die Differenzmenge A\B von A und B ist die Menge aller Elemente von A,
die nicht zu B gehoren, d.h. A\B ={x:x € AAx ¢ B}.
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Verkniipfungen von Mengen

Definition 1.33

Die Differenzmenge A\B von A und B ist die Menge aller Elemente von A,
die nicht zu B gehoren, d.h. A\B ={x:x € AAx ¢ B}.

Das Komplement C(A) (man schreibt auch A) einer Menge A bezogen auf
eine Grundmenge () besteht aus allen Elementen von €2, die nicht zu A
gehoren, d.h. C(A) =A={xeQ: x g A} =Q\A
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Verkniipfungen von Mengen

Definition 1.33

Die Differenzmenge A\B von A und B ist die Menge aller Elemente von A,
die nicht zu B gehoren, d.h. A\B ={x:x € AAx ¢ B}.

Das Komplement C(A) (man schreibt auch A) einer Menge A bezogen auf
eine Grundmenge () besteht aus allen Elementen von €2, die nicht zu A
gehoren, d.h. C(A) =A={xeQ: x g A} =Q\A

» {1,2,3,4,5}\{3,4,5,6,7} = {1,2}
» Grundmenge Z: C({1,2,3,4,5}) ={x€Z:x <0 V x > 6}
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Beispiel 1.34

Die Grundmenge 2 sei die Menge aller Studierenden an der Bergischen
Universitat Wuppertal.

WO T~

Menge aller Studierenden der Ingenieurwissenschaften
Menge aller weiblichen Studierenden

Menge aller mannlichen Studierenden

Menge aller Studierenden, die im Unichor singen
Menge aller Studierenden, die Basketball spielen
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Beispiel 1.34 (fort.)

beschrieben werden kénnen.
Q\/

Wir iberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen
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BERGISCHE
UNIVERSITAT

WUPPERTAL



Beispiel 1.34 (fort.)

Wir iberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen
beschrieben werden kénnen.
Q\/

Alle Studierenden, die nicht Ingenieurwissenschaften stu-
dieren
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Beispiel 1.34 (fort.)

beschrieben werden kénnen.
Q\/

1US

Wir iberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen
dieren

Alle Studierenden, die nicht Ingenieurwissenschaften stu-
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Beispiel 1.34 (fort.)

Wir iberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen
beschrieben werden kénnen.

Q\/ Alle Studierenden, die nicht Ingenieurwissenschaften stu-
dieren

Ius Alle Studierenden, die Ingenieurwissenschaften studieren
oder im Unichor singen
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Beispiel 1.34 (fort.)

beschrieben werden kénnen.
Q\/
1US

dieren

Wir iberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen
MnNB

Alle Studierenden, die nicht Ingenieurwissenschaften stu-
oder im Unichor singen

Alle Studierenden, die Ingenieurwissenschaften studieren
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Beispiel 1.34 (fort.)

Wir iberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen
beschrieben werden kénnen.

Q\/ Alle Studierenden, die nicht Ingenieurwissenschaften stu-
dieren

Ius Alle Studierenden, die Ingenieurwissenschaften studieren
oder im Unichor singen

MnB

Alle mannlichen Studierenden, die Basketball spielen
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Beispiel 1.34 (fort.)

Wir iberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen
beschrieben werden kénnen.

Q\/ Alle Studierenden, die nicht Ingenieurwissenschaften stu-
dieren

Ius Alle Studierenden, die Ingenieurwissenschaften studieren
oder im Unichor singen

MnNnB Alle mannlichen Studierenden, die Basketball spielen

N(BNYS)
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Beispiel 1.34 (fort.)

Wir iberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen
beschrieben werden kénnen.

Q\/ Alle Studierenden, die nicht Ingenieurwissenschaften stu-
dieren

Ius Alle Studierenden, die Ingenieurwissenschaften studieren
oder im Unichor singen

MnNnB Alle mannlichen Studierenden, die Basketball spielen

N(BNYS) Studierende der Ingenieurwissenschaften, die nicht sowohl

Basketball spielen als auch im Chor singen
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Beispiel 1.34 (fort.)

Wir iberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen
beschrieben werden kénnen.

Q\/ Alle Studierenden, die nicht Ingenieurwissenschaften stu-
dieren

Ius Alle Studierenden, die Ingenieurwissenschaften studieren
oder im Unichor singen

MnNnB Alle mannlichen Studierenden, die Basketball spielen

N(BNYS) Studierende der Ingenieurwissenschaften, die nicht sowohl

Basketball spielen als auch im Chor singen

(NB)U(NS)

BERGISCHE
UNIVERSITAT
«O0>» «F» «E>» WUPPERTAL



Beispiel 1.34 (fort.)

Wir iberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen
beschrieben werden kénnen.

Q\/
IUS

MNB
N(BNS)

(NB)U(NS)

Alle Studierenden, die nicht Ingenieurwissenschaften stu-
dieren

Alle Studierenden, die Ingenieurwissenschaften studieren
oder im Unichor singen

Alle mannlichen Studierenden, die Basketball spielen

Studierende der Ingenieurwissenschaften, die nicht sowohl
Basketball spielen als auch im Chor singen

Studierende der Ingenieurwissenschaften, die nicht sowohl
Basketball spielen als auch im Chor singen
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Beispiel 1.34 (fort.)

Wir iberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen
beschrieben werden kénnen.

Q\/
IUS

MNB
N(BNS)

(NB)U(NS)

C(S)N(SUF)

Alle Studierenden, die nicht Ingenieurwissenschaften stu-

dieren

Alle Studierenden, die Ingenieurwissenschaften studieren

oder im Unichor singen

Alle mannlichen Studierenden, die Basketball spielen

Studierende der Ingenieurwissenschaften, die nicht sowohl

Basketball spielen als auch im Chor singen

Studierende der Ingenieurwissenschaften, die nicht sowohl

Basketball spielen als auch im Chor singen
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Beispiel 1.34 (fort.)

Wir iberlegen nun, wie die folgenden miteinander verkniipften Mengen
beschrieben werden kénnen.

Q\/
IUS

MNB
N(BNS)

(NB)U(NS)

C(S)N(SUF)

Alle Studierenden, die nicht Ingenieurwissenschaften stu-
dieren

Alle Studierenden, die Ingenieurwissenschaften studieren
oder im Unichor singen

Alle mannlichen Studierenden, die Basketball spielen

Studierende der Ingenieurwissenschaften, die nicht sowohl
Basketball spielen als auch im Chor singen

Studierende der Ingenieurwissenschaften, die nicht sowohl
Basketball spielen als auch im Chor singen

Studentinnen, die nicht im Chor singen
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AUB

Regeln fir die Verknlpfung von Mengen

BUA
ANB

BNA

(Kommutativgesetz)
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Regeln fir die Verknlpfung von Mengen

AUB = BUA _
(Kommutativgesetz)
ANB = BNA
AU(BUC) = (AUuB)UC .
(Assoziativgesetz)
AN(BnNC) (AnB)NnC
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Regeln fir die Verknlpfung von Mengen

AUB BUA _
(Kommutativgesetz)
ANB BNA
AU(BUC) (AuB)UC L
(Assoziativgesetz)
AN(BnNC) (AnB)NnC
AUu(BNC AUB)N(AUC
( ) ( ) ) (Distributivgesetz)
AN(BUC) (ANB)U(ANC)
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Regeln fir die Verknlpfung von Mengen

(Kommutativgesetz)
(Assoziativgesetz)
( ) ( )N ( ) (Distributivgesetz)
AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
( ) (A) (B) (Regel von De Morgan)

Tabelle: Regeln fiir die Verkniipfung von Mengen
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Definition 1.35

Seien A und B Mengen. Unter dem Kreuzprodukt A x B von A und B
versteht man die Menge aller moglichen geordneten Paare (a, b), wobei die
erste Komponente aus A und die zweite Komponente aus B ist, d. h.

Ax B={(ab):acAbecB}.

Beispiel 1.36

{1,2} ¥ {2,3} = {(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)}
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Bezeichnung 1.37 (Zahlenmengen)

natiirliche Zahlen IN = {1,2,3,...}
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Bezeichnung 1.37 (Zahlenmengen)

natiirliche Zahlen IN = {1,2,3,...}
ganze Zahlen Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,...}

«O>» «F» « E»



Bezeichnung 1.37 (Zahlenmengen)

natiirliche Zahlen IN = {1,2,3,...}
ganze Zahlen Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,...}
rationale Zahlen Q = {Z : me€ Z,n € IN}
Da sich jeder Bruch als endliche oder periodische Dezimalzahl darstellen ldsst
1

(z. B. 3= 0.3), kann man die rationalen Zahlen auch angeben als

Q = {x : x endliche oder periodische Dezimalzahl}.
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Bezeichnung 1.37 (Zahlenmengen)

natiirliche Zahlen IN = {1,2,3,...}

ganze Zahlen Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,...}

rationale Zahlen Q = {Z : me€ Z,n € IN}
Da sich jeder Bruch als endliche oder periodische Dezimalzahl darstellen ldsst
(z.B. % =0.3), kann man die rationalen Zahlen auch angeben als
Q = {x : x endliche oder periodische Dezimalzahl}.

reelle Zahlen R = {x : x endliche oder unendliche Dezimalzahl} Zu den rationalen Zahlen

kommen bei den reellen Zahlen die unendlichen, nichtperiodischen
Dezimalzahlen dazu. Dies sind die irrationalen Zahlen wie z. B. w ~ 3,142159

(Kreiszahl), \/2, e ~ 2,718282 (Eulersche Konstante), log, 3.
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Bezeichnung 1.37 (Zahlenmengen)

natiirliche Zahlen IN = {1,2,3,...}

ganze Zahlen Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,...}

rationale Zahlen Q = {Z : me€ Z,n € IN}
Da sich jeder Bruch als endliche oder periodische Dezimalzahl darstellen ldsst
(z.B. % =0.3), kann man die rationalen Zahlen auch angeben als
Q = {x : x endliche oder periodische Dezimalzahl}.

reelle Zahlen R = {x : x endliche oder unendliche Dezimalzahl} Zu den rationalen Zahlen

kommen bei den reellen Zahlen die unendlichen, nichtperiodischen
Dezimalzahlen dazu. Dies sind die irrationalen Zahlen wie z. B. w ~ 3,142159
(Kreiszahl), \/2, e ~ 2,718282 (Eulersche Konstante), log, 3.

Vorzeichenbeschrankung Um festzulegen, dass von einer Zahlenmenge nur die positiven bzw.
negativen Elemente betrachten werden sollen, kennzeichnet man dies mit einem
tiefgestellten + oder —. Die hochgestellte O kennzeichnet, dass die Null dabei
eingeschlossen ist, z. B.

Z,={x€Z:x>0}=N
R® = {xcR:x <0}

«O» «F»r» « >



Definition 1.38 (Intervall)

Seien a, b € R mit a < b. Die Menge aller reellen Zahlen zwischen a und b
heiBt (endliches) Intervall, a und b heiBen Randpunkte des Intervalls. Dabei
wird unterschieden, ob Randpunkte zum Intervall dazugehoéren oder nicht. Im
einzelnen verwenden wir die folgenden Bezeichnungen.

[a,b] ={x € R:a<x<b}  abgeschlossenes Intervall von a bis b
(a,b) ={x € R:a<x< b}  offenes Intervall von a bis b

[a,b) ={x € R:a<x< b} halboffenes Intervall von a bis b
(a,b) ={x e R:a<x<b} halboffenes Intervall von a bis b

Die Lange der Intervalle betragt jeweils b — a.

BERGISCHE
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Auch gewisse unbeschrankte Mengen werden als unendliche Intervalle
bezeichnet und mit Hilfe des Symbols co gekennzeichnet.

[a,00) ={x € R:a<x}

(a,00) ={x e R:a<x}
(oo, bl ={x e R:x < b}
(mo0,b) ={x € R: x < b}
(mo0,0) =R

Merke: Unendlich oo ist keine reelle Zahl und kann deshalb nicht in einem
Intervall liegen.
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Rechengesetze (Addition)

Fir reelle Zahlen a, b, c € R gilt:

at+tb=b+a

Kommutativitat der Addition

«O>» «F» «
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Rechengesetze (Addition)

Fir reelle Zahlen a, b, c € R gilt:

at+tb=b+a

at+(b+c)=(a+b)+c

Kommutativitat der Addition

Assoziativitat der Addition

«O>» «F» «
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Rechengesetze (Addition)

Fir reelle Zahlen a, b, c € R gilt:

at+tb=b+a Kommutativitat der Addition
at+(b+c)=(a+b)+c
a+0=a

Assoziativitat der Addition

neutrales Element der Addition

«O>» «F» «
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Rechengesetze (Addition)

Fir reelle Zahlen a, b, c € R gilt:

at+tb=b+a
at+(b+c)=(a+b)+c
a+0=a

Kommutativitat der Addition
a+(—a)=0

Assoziativitat der Addition

neutrales Element der Addition

inverses Element der Addition

«O>» «F» «
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Rechengesetze (Multiplikation)

Fur reelle Zahlen a,b,c € R,d € R\ {0} gilt:
a-b=>b-a

Kommutativitat der Multiplikation

«O>» «F» «
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Rechengesetze (Multiplikation)

Fur reelle Zahlen a,b,c € R,d € R\ {0} gilt:
a-b=>b-a

a-(b-c)y=(a-b)-c

Kommutativitat der Multiplikation

Assoziativitat der Multiplikation

«O>» «F» «
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Rechengesetze (Multiplikation)

Fur reelle Zahlen a,b,c € R,d € R\ {0} gilt:
a-b=>b-a

a-(b-c)y=(a-b)-c

1=a2a

Kommutativitat der Multiplikation

Assoziativitat der Multiplikation

neutrales Element der Multiplikation

«O>» «F» «
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Rechengesetze (Multiplikation)
Fur reelle Zahlen a,b,c € R,d € R\ {0} gilt:
a-b=>b-a

a-(b-c)y=(a-b)-c

Kommutativitat der Multiplikation

Assoziativitat der Multiplikation
neutrales Element der Multiplikation

inverses Element der Multiplikation

«O>» «F» «
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Rechengesetze (Distributivitatsgesetze)

Fir reelle Zahlen a, b, c € R gilt:

a-(b+c)=ab+ac

«O>» «F» «
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Rechengesetze (Distributivitatsgesetze)

Fir reelle Zahlen a, b, c € R gilt:

a-(b+c)=ab+ac

(a+b)-c=ac+bc

«O>» «F» «
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Binomische Formeln

Fir reelle Zahlen a, b, c € R gilt:

(a+b)?=a°+2ab+b?

1. binomische Formel

«O>» «F» «
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Binomische Formeln

Fir reelle Zahlen a, b, c € R gilt:

(a+b)?=a°+2ab+b?

(a—b)>=a*>—2ab+ b

1. binomische Formel

2. binomische Formel

«O>» «F» «
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Binomische Formeln

Fir reelle Zahlen a, b, c € R gilt:

(a+b)?=a°+2ab+b?
(a—b)>=a*>—2ab+ b
(a+ b)(a—b)

2

= a —

1. binomische Formel
b2

2. binomische Formel

3. binomische Formel

«O>» «F» «
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Bruchrechnung

Ein Bruch ist das Ergebnis einer ganzzahligen Division:

m
m:n=—, meZ,neN
n

m heiBt Zahler, n heiBt Nenner des Bruchs. Briiche mit gleichem Nenner
heiBen gleichnamig.

Merke:

Der Nenner eines Bruches ist immer ungleich Null; teile nie durch
Null!
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Rechnen mit Briichen

a a-c .
5= b < VeeZ\ {0} Erweitern




Rechnen mit Briichen

a a-c )
55 c Ve e Z\ {0} Erweitern
a a:.c )

5= b c Ve e Z\ {0} Kiirzen
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Rechnen mit Briichen

a a-c .

5= b Ve e Z\ {0} Erweitern

a a:c .

5= b ¢ Ve e Z\ {0} Kirzen

a ¢ atc . . .
b + T Addieren (gleichnamig)
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Rechnen mit Briichen

% = % Ve e Z\ {0} Erweitern

% = % Ve e Z\ {0} Kiirzen

% + % _2 —Z ¢ Addieren (gleichnamig)
% + s = ZZ + ;2 -2 d +: " Addieren (Hauptnenner)
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Rechnen mit Briichen

% = % Ve e Z\ {0} Erweitern

% = % Ve e Z\ {0} Kiirzen

% + % _? —Z < Addieren (gleichnamig)
% + s = ZZ + ;2 -2 d +: " Addieren (Hauptnenner)
% . 2 = % Multiplizieren
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Rechnen mit Briichen

% = % Ve e Z\ {0} Erweitern

% = % Ve e Z\ {0} Kiirzen

% + % _2 —Z ¢ Addieren (gleichnamig)
% + s = ZZ + ;2 -2 i—l_: " Addieren (Hauptnenner)
% . 2 = % Multiplizieren

% : 2 = % . g = Z_i Dividieren

BERGISCHE
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Rechnen mit Brichen
Beispiel 1.39

|
|
—_

|
. ‘
w

w
|
ol w

Erweitern
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Rechnen mit Briichen

Beispiel 1.39
= = Q = § Erweitern
2 2.3 6
é = B = l Kirzen
6 6:3 2
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Rechnen mit Briichen

Beispiel 1.39
1 = 1-3 = 3 Erweitern
2 23 6
g = % = % Kirzen
% + g = 1%3 = % =2 Addieren (gleichnamig)
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Rechnen mit Briichen

Beispiel 1.39
1 = 1-3 = 3 Erweitern
2 23 6
g = % = % Kiirzen
% + g = 1%3 = % =2 Addieren (gleichnamig)
% + g = g + i—g = g + % = g Addieren (Hauptnenner)
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Rechnen mit Briichen

Beispiel 1.39
1 = Q = § Erweitern
2 23 6
g = % = % Kirzen
% + g — 1%3 — % =2 Addieren (gleichnamig)
% + g = g + i—g = g + % = g Addieren (Hauptnenner)
g . % = % = % = 1 Multiplizieren
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Rechnen mit Briichen

Beispiel 1.39
1 1.3 3
2°23 6
3_3:3_1
6 6:3 2
1.3 _1+3 4
2 2 2 2
1 2 1.3 2.2 3 4
27372373276 "%
2 1 2.1 2 1
3232 6 3
1 1 1 2
1°2°11°°

Erweitern

Kirzen

Addieren (gleichnamig)
Addieren (Hauptnenner)
Multiplizieren

Dividieren
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Potenzen und Wurzeln

Definition 1.40

Firae R, ne N ist

- ...-a
—_——
n Faktoren
die n-te Potenz von a. Dabei heiBt a Basis und n Exponent.

nzen und Logarithm
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Potenzen und Wurzeln

Definition 1.40

Firace R, n€ N ist

-a-...-a
—_——
n Faktoren
die n-te Potenz von a. Dabei heiBt a Basis und n Exponent.
Fir a # 0 ist:

«O>» «F» «
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Definition 1.40

Fir a € Ry ist die n-te Wurzel aus a

aiz\'ﬁ

die eindeutig bestimmte nichtnegative Zahl, deren n-te Potenz a ergibt.

Potenzen und Logarithm:

«O>» «F» «
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Definition 1.40

Fir a € Ry ist die n-te Wurzel aus a

aiz\'ﬁ

die eindeutig bestimmte nichtnegative Zahl, deren n-te Potenz a ergibt.

Potenzen und Logarithm:

Firae Ry, nelN, me Zist

«O>» «F» «
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Beispiel 1.41

Potenzen und Logarithmen

25
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UNIVERSITAT
> WUPPERTAL

«O>» «F» «



Beispiel 1.41

2°=2.2.2.2.2=32

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.41

22=2.2.2.2.2=32
372=

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.41

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.41

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.41

Potenzen und Logarithmen

22=2.2.2.2.2=32
1 1
372 —_ =
32 9
16t = V16 =2, da2*=16
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Beispiel 1.41

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.41

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.42

Herr Huber legt bei seiner Bank einen Betrag von Ky € mit einer Zinsrate

von p% jahrlich an. Die Zinsen werden jeweils am Jahresende gutgeschrieben
und dem Anlagebetrag zugeschlagen.

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.42

Herr Huber legt bei seiner Bank einen Betrag von Ky € mit einer Zinsrate
von p% jahrlich an. Die Zinsen werden jeweils am Jahresende gutgeschrieben
und dem Anlagebetrag zugeschlagen.

Potenzen und Logarithmen

Sein Guthaben betragt nach

- . _ Pk P
einem Jahr: K; = Ky + Ky 100 Ko <1+100>
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Beispiel 1.42

Herr Huber legt bei seiner Bank einen Betrag von Ky € mit einer Zinsrate
von p% jahrlich an. Die Zinsen werden jeweils am Jahresende gutgeschrieben
und dem Anlagebetrag zugeschlagen.

Potenzen und Logarithmen

Sein Guthaben betragt nach

einem Jahr: Ky = Ky + K0~L =Kp- <1+ L)

100 100
p p\?
zwei Jahren: K, = K1+ K7 - 100 = Ko - (1 + m)
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Beispiel 1.42

Herr Huber legt bei seiner Bank einen Betrag von Ky € mit einer Zinsrate
von p% jahrlich an. Die Zinsen werden jeweils am Jahresende gutgeschrieben
und dem Anlagebetrag zugeschlagen.

Potenzen und Logarithmen

Sein Guthaben betragt nach

einem Jahr: Ky = Ky + KO-L =Kp- <1—|— L)

100 100
p p\?
zwei Jahren: K = K1+ Kj - 100 = Ko - <1 + m)
. = . L — . L !
n Jahren: K,=K,_1+ K,_1 100 Ko <1 + 100)

Dies ist die Zinseszinsformel.
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Rechenregeln fiir Potenzen

Fira,b € Ry und r;s € Q gilt:

Potenzen und Logarithm:

«O>» «F» «

it
v

BERGISCHE
UNIVERSITAT

WUPPERTAL



Rechenregeln fiir Potenzen

Fira,b € Ry und r;s € Q gilt:
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Rechenregeln fiir Potenzen

Fira,b € Ry und r;s € Q gilt:
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Rechenregeln fiir Potenzen

Fira,b € Ry und r;s € Q gilt:

Potenzen und Logarithm:
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Rechenregeln fiir Potenzen

Fira,b € Ry und r;s € Q gilt:

«O>» «F» «
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Rechenregeln fiir Potenzen
Fira,b € Ry und r;s € Q gilt:

» 3" .-3° = ar+s

Potenzen und Logarithmen
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Rechenregeln fiir Potenzen
Fira,b € Ry und r;s € Q gilt:

» 3" .-3° = ar+s

Potenzen und Logarithmen

al"
> 2 g
aS
r r
» E — a_ — ar b_r
b br
r r
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Beispiel 1.43

43— 4(3) =

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.43

432 = 4(32) —_ 43'3 — 49

aber (43> —(4-4-4)% =432 =48

Potenzen und Logarithm:
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Beispiel 1.43

432 = 4(32) —_ 43'3 — 49

(27X3Py6qzl2r) 3 _

aber (43> —(4-4-4)% =432 =48

Potenzen und Logarithm:
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Beispiel 1.43

432 = 4(32) —_ 43'3 — 49

1
(27X3Py6qzl2r> 3 _ 3xPy 204

aber (43> —(4-4-4)% =432 =48

Potenzen und Logarithm:

«O>» «F» «

B

WUPPERTAL

BERGISCHE
UNIVERSITAT



Beispiel 1.43

43 — 4(32) — 433 — 9

1
(27x3"y6"212’> 3= 3xPyRaz4r

2
aber (43) = (4-4-4)2 =432 =45
e
Va

Potenzen und Logarithm:
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Beispiel 1.43

43 — 4(32) — 433 — 9

1
(27x3"y6"212’> 3= 3xPyRaz4r

2
aber (43) = (4-4-4)2 =432 =45
e
Va- b2

3
= gl

b

Potenzen und Logarithm:
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Beispiel 1.43

432 = 4(32) —_ 43'3 — 49

1
(27X3Py6qzl2r> 3 _ 3xPy 204

aber (43>2 —(4-4-4)% =432 =48
VRV
B It

]~ 2)”

a3

3
1

ob

Potenzen und Logarithm:
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Beispiel 1.43

432 = 4(32) —_ 43'3 — 49

1
(27X3Py6qzl2r> 3 _ 3xPy 204

aber (43>2 —(4-4-4)% =432 =48
VRV
B It

]~ 2)”

a3

3
1

ob

9

Potenzen und Logarithm
7
= 2 - a

«O>» «F» «

BERGISCHE
UNIVERSITAT

WUPPERTAL



Beispiel 1.43

43 — 4(32) — 433 — 9

1
(27x3py6q212’> 3= 3xPyRaz4r

V5 32 . \3/ bg 3
vaz P
G (22 o
a3 -7

wIn
ENIIN)

()7 -

2
aber (43) = (4-4-4)2 =432 =45




Beispiel 1.43

43 — 4(32) — 433 — 9

1
(27x3py6q212’> 3= 3xPyRaz4r

2
aber (43) = (4-4-4)2 =432 =45
e
Va- b2

= a% b
(G2 )" s

wIn
ENIIN)

Potenzen und Logarithmen
2
1
X2

X
Bl
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Beispiel 1.44

Treten Summen von Quadratwurzeln im Nenner eines Bruchs auf, so kann
man den Nenner mit Hilfe der 3. binomischen Formel rational machen:
V2

V3++/13

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.44

Treten Summen von Quadratwurzeln im Nenner eines Bruchs auf, so kann
man den Nenner mit Hilfe der 3. binomischen Formel rational machen:
V2

VRV

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.44

Potenzen und Logarithmen

Treten Summen von Quadratwurzeln im Nenner eines Bruchs auf, so kann
man den Nenner mit Hilfe der 3. binomischen Formel rational machen:

V2 VB VT BT V3G

V3+vI3 (VB+VI3)(V3 Vi3 3-13 10
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Logarithmen

Definition 1.45

Potenzen und Logarithmen

Seien a € R \{1} (d. h. positiv und ungleich 1) und x € R;. Dann ist log, x

der Logarithmus von x zur Basis a derjenige Exponent, mit dem a potenziert
werden muss, um x zu erhalten:

log,x =z <= a* = x.
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Logarithmen

Definition 1.45

Potenzen und Logarithmen

Seien a € R \{1} (d. h. positiv und ungleich 1) und x € R;. Dann ist log, x
der Logarithmus von x zur Basis a derjenige Exponent, mit dem a potenziert
werden muss, um x zu erhalten:

log,x =z <= a* = x.

Fir Logarithmen zur Basis 10 verwendet man statt log;q x auch abkiirzend
die Schreibweise Ig x, fiir Logarithmen zur Basis e =~ 2,71828182, den
natirlichen Logarithmus, schreibt man statt log, x auch In x.

BERGISCHE
UNIVERSITAT
WUPPERTAL

«O>» «F» «

thit
v



Beispiel 1.46

log, 8 =

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.46

log,8 =3, denn23=8

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.46

log,8 =3, denn23=8
lg 100 =

Potenzen und Logarithm:
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Beispiel 1.46

log,8 =3, denn23=8

Potenzen und Logarithmen

lg100 =2, denn 10% = 100

BERGISCHE
UNIVERSITAT
«O0>» «F» «E>» WUPPERTAL



Beispiel 1.46

log,8 =3, denn23=8

Potenzen und Logarithmen

lg100 =2, denn 10% = 100

logg 3 =
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Beispiel 1.46

log,8 =3, denn23=8

Potenzen und Logarithmen

lg100 =2, denn 10% = 100

1
Iog93=§, denn 92 =9 =3
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Beispiel 1.46

log,8 =3, denn23=8

Potenzen und Logarithmen

lg100 =2, denn 10% = 100

1
Iog93=§, denn 92 =9 =3

Iog%9 =
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Beispiel 1.46

log,8 =3, denn23=8

Potenzen und Logarithmen

lg100 =2, denn 10% = 100

1
Iog93=§, denn 92 =9 =3

N2
Iog%9:—2, denn 3 =3"=9
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Beispiel 1.46

log,8 =3, denn23=8

Potenzen und Logarithmen

lg100 =2, denn 10% = 100

1
Iog93=§, denn 92 =9 =3

N2
Iog%9:—2, denn 3 =3"=9

log, 1024 =
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Beispiel 1.46

log,8 =3, denn23=8

Potenzen und Logarithmen

lg100 =2, denn 10% = 100

1
Iog93=§, denn 92 =9 =3

N2
Iog%9:—2, denn 3 =3"=9

log, 1024 = 10, denn 2'° = 1024
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Beispiel 1.46

log,8 =3, denn23=8

Potenzen und Logarithmen

lg100 =2, denn 10% = 100

1
Iog93=§, denn 92 =9 =3

1 -2
Iog%9: — 2, denn <§> =32=09
log, 1024 = 10, denn 2'° = 1024

log,1 =
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Beispiel 1.46

log,8 =3, denn23=8

Potenzen und Logarithmen

lg100 =2, denn 10% = 100

1
Iog93=§, denn 92 =9 =3

N2
Iog%9:—2, denn 3 =3"=9

log, 1024 = 10, denn 2'° = 1024

log,1=0, denna®=1 VacR,\{1}
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Beispiel 1.46

log,8 =3, denn2®=38

Potenzen und Logarithmen

lg100 =2, denn 10% = 100

1
Iog93:§, denn 92 =9 =3

1 -2
Iog% 9= —2, denn <§> =32=9
log, 1024 = 10, denn 2'° = 1024
log,1=0, denna®=1 VacR,\{1}

log,a=

BERGISCHE
UNIVERSITAT
«O0>» «F» «E>» WUPPERTAL



Beispiel 1.46

log,8 =3, denn2®=38

lg100 =2, denn 10% = 100

1
Iog93:§, denn 92 =9 =3

1 -2
Iog% 9= —2, denn <§> =32=9
log, 1024 = 10, denn 2'° = 1024
log,1=0, denna®=1 VacR,\{1}

log,a=1, denna'=a VacR,)\ {1}
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Rechenregeln fiir Logarithmen

Firae Ry\{1}, x,y € R4 und p € R gilt:

Potenzen und Logarithmen
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Rechenregeln fiir Logarithmen

>

Firae Ry\{1}, x,y € R4 und p € R gilt:

aloga X _

Potenzen und Logarithmen
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Rechenregeln fiir Logarithmen

>

Firae Ry\{1}, x,y € R4 und p € R gilt:

aloga X _

log, (a*) = x

>

Potenzen und Logarithmen
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Rechenregeln fiir Logarithmen
Firae Ry\{1}, x,y € R4 und p € R gilt:
> alogax

=X

> log, (%) =x

Potenzen und Logarithmen

>

log, (xy) = log, x + log, y
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Rechenregeln fiir Logarithmen

>

aloga X

>

Firae Ry\{1}, x,y € R4 und p € R gilt:

X

>

log, (a*) = x

log, (xy) = log, x + log, y

> IOga <;> = |OgaX - Iogay

Potenzen und Logarithm:
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Rechenregeln fiir Logarithmen
Firae Ry\{1}, x,y € R4 und p € R gilt:

> aloga X _

v

log, (a*) = x

Potenzen und Logarithmen

> log, (xy) = log,x + log, y
X

> IOga <> = |OgaX - Iogay
y

> log, xP = p log, x
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Rechenregeln fiir Logarithmen
Firae Ry\{1}, x,y € R4 und p € R gilt:

> aloga X _

v

log, (a*) = x

Potenzen und Logarithmen

> log, (xy) = log,x + log, y
X
> IOga <> = |OgaX - Iogay
y
> log, xP = p log, x
log, x
> log, x = log, b - logy, x bzw. log, x = Iog: 5

BERGISCHE
UNIVERSITAT
WUPPERTAL

«O>» «F» «

it
v



Rechenregeln fiir Logarithmen
Firae Ry\{1}, x,y € R4 und p € R gilt:

> aloga X _

v

log, (a*) = x

Potenzen und Logarithmen

> log, (xy) = log, x + log, ¥
X
> IOga <> = |°gax - Iogay
y
> log, xP = p log, x
log, x
> log, x = log. b - log, x bzw. log, x = —2
ga ga gb gb |Oga b

Die ersten beiden Regeln bedeuten, dass das Logarithmieren die Anwendung
der entsprechenden Exponentialfunktion ,riickgdngig macht"”. Die letzte Regel
verwendet man insbesondere zur Umrechnung in andere Basen. o E s = * A



Beispiel 1.47

Fir x > 0 gilt

log,(8x%) =

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.47

Fir x > 0 gilt

log,(8x?) = log, 8 + log, x> = 3 + 2log, x

Potenzen und Logarithm:
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Beispiel 1.47

Fir x > 0 gilt

log,(8x?) = log, 8 + log, x> = 3 + 2log, x
| 100
8\ 5 ) =

Potenzen und Logarithm:
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Beispiel 1.47

Fir x > 0 gilt

log,(8x?) = log, 8 + log, x> = 3 + 2log, x
10

|g<x—50> = 1g100 — Igx> =2 —5lgx

Potenzen und Logarithm:
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Beispiel 1.47

Fir x > 0 gilt

log,(8x?) = log, 8 + log, x> = 3 + 2log, x
10

|g<x—50> = 1g100 — Igx> =2 —5lgx

Umrechnen in eine andere Basis:

log, 100 =

Potenzen und Logarithm:
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Beispiel 1.47

Fir x > 0 gilt

Potenzen und Logarithmen

log,(8x?) = log, 8 + log, x> = 3 + 2log, x
1
|g<i50> = 1g100 — Igx> =2 —5lgx
X
Umrechnen in eine andere Basis:
lg100 2

log, 100 = 2-— — =
082100 = =5~ = g2
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Beispiel 1.48

Der radioaktive Zerfall ist ein exponentieller Prozess, d. h. es gilt:

A(t) = Ape >, wobei \ die sog. Zerfallskonstante (Einheit pro Zeit) ist, die
von der Halbwertszeit Ty, abhangt.

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.48

Der radioaktive Zerfall ist ein exponentieller Prozess, d. h. es gilt:

A(t) = Ape >, wobei \ die sog. Zerfallskonstante (Einheit pro Zeit) ist, die
von der Halbwertszeit Ty, abhangt.

Potenzen und Logarithmen

1
Ao e_>‘ T2 — EAO

= e M=

N =

1
< —)\T1/2:|n§

PN A:|n1—|n2_ In2

~Ti2 Tip

Fiir das haufigste natiirlich vorkommende Uran Isotop ist 233U, mit einer
Halbwertszeit von Ty, = 4,468 - 10° a (Jahre) ~ 1,409 - 10'" s ergibt sich so
eine Zerfallskonstante \ ~ 4,919 . 10718 % PR PN * A



Betrage reeller Zahlen

Definition 1.49

a falls a >0
la| =

Unter dem Betrag einer reellen Zahl a versteht man geometrisch den Abstand
von a zum Ursprung auf der reellen Zahlengeraden, d. h.
—a fallsa<0

nzen und Logarithm

«O>» «F» «
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Beispiel 1.50

4] =4
|—5|=5

0/ =0

Potenzen und Logarithm:
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Beispiel 1.50

4] =4
|—5|=5
0] =0

Potenzen und Logarithmen

x—2 fallsx —2>0
—(x—2) fallsx—2<0
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Beispiel 1.50

4] =4
Potenzen und Logarithmen
|—=5/=5
/=0

x—2 fallsx —2>0
|x —2| =

—(x—2) fallsx—2<0
x—2 fallsx>?2

= |x—2|:{

2—x fallsx <?2
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Sind x; und x, zwei beliebige reelle Zahlen, so ist der Abstand von x; und x,
auf der Zahlengeraden

Potenzen und Logarithmen
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Sind x; und x, zwei beliebige reelle Zahlen, so ist der Abstand von x; und x,
auf der Zahlengeraden
x1 — x> falls x; > x>, d.h.
X2 — X1

X1 — X2 Z 0
falls x, > x;, d.h.

X1—X2<0.

Potenzen und Logarithmen
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Sind x; und x, zwei beliebige reelle Zahlen, so ist der Abstand von x;
auf der Zahlengeraden

X1 — X2

falls x; > x>, d.h.
X2 — X1

X1 — X2 Z 0
falls xo > x;, d.h. x31 —x <0.
Somit gibt
X1 — X2 falls X1 > X2
o —x1| = |x1 — x| =

—(x1 —x2) falls xy < xz
den Abstand zwischen x; und x» auf der Zahlengeraden an.

«O>» «F» «

und x,

W

Potenzen und Logarithmen
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Beispiel 1.51

» Abstand zwischen 2 und 8: [2—-8| =| —6| =6

Potenzen und Logarithm:



Beispiel 1.51

Potenzen und Logarithmen

» Abstand zwischen 2 und 8: [2—-8| =| —6| =6
» Abstand zwischen —5 und 10: | -5 —10| = | — 15/ =15
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Beispiel 1.51

Potenzen und Logarithmen

» Abstand zwischen 2 und 8: [2—-8| =| —6| =6
» Abstand zwischen —5 und 10: | -5 —10| = | — 15/ =15
» Abstand zwischen —7 und —=3: | =7 — (=3)|=|—4| =4

BERGISCHE
UNIVERSITAT
«O0>» «F» «E>» WUPPERTAL



Trigonometrie

Die Trigonometrie ist die Untersuchung der Seitenverhaltnisse und
WinkelgroBen in Dreiecken. So kann man zum Beispiel aus den drei

Seitenlangen die Winkel und aus den drei Winkeln das Verhaltnis der
Seitenlangen zu einander bestimmen.
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Trigonometrie
Die Trigonometrie ist die Untersuchung der Seitenverhaltnisse und
WinkelgroBen in Dreiecken. So kann man zum Beispiel aus den drei
Seitenlangen die Winkel und aus den drei Winkeln das Verhaltnis der
Seitenlangen zu einander bestimmen.

Definition 1.52

Zwei geometrische Figuren (z. B. Dreiecke), die deckungsgleich sind (d. h.
durch Verschiebungen und Drehungen zur Deckung gebracht werden kénnen),
heiBen kongruent.

Zwei Figuren heiBen dhnlich, wenn sie durch Verschiebungen, Drehungen und
Skalierung zur Deckung gebracht werden kdnnen.
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Trigonometrie
Die Trigonometrie ist die Untersuchung der Seitenverhaltnisse und
WinkelgroBen in Dreiecken. So kann man zum Beispiel aus den drei
Seitenlangen die Winkel und aus den drei Winkeln das Verhaltnis der
Seitenlangen zu einander bestimmen.

Definition 1.52

Zwei geometrische Figuren (z. B. Dreiecke), die deckungsgleich sind (d. h.
durch Verschiebungen und Drehungen zur Deckung gebracht werden konnen),
heiBen kongruent.

Zwei Figuren heiBen dhnlich, wenn sie durch Verschiebungen, Drehungen und
Skalierung zur Deckung gebracht werden kdnnen.

Folgerung 1.53

Zwei Dreiecke, die gleiche Seitenldngen besitzen, sind folglich kongruent. Sind
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Winkel kénnen im BogenmaB w € [0, 27) oder im GradmaB a € [0°,360°)
angegeben werden. Wobei 27 bzw. 360° den Vollkreis beschreiben. Der Wert

des BogenmaBes entspricht der Lange der Kreislinie eines Sektors des Winkels
im Einheitskreis.
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Winkel kénnen im BogenmaB w € [0, 27) oder im GradmaB a € [0°,360°)
angegeben werden. Wobei 27 bzw. 360° den Vollkreis beschreiben. Der Wert

des BogenmaBes entspricht der Lange der Kreislinie eines Sektors des Winkels
im Einheitskreis.

1. Quadrant 2. Quadrant

GradmaB 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150°

s s s s 2 3 5w
BogenmaB 0 ® z 3 > 3 % 3
3. Quadrant 4. Quadrant

GradmaB  180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°

BogenmaB 7 In ELs 4m 3m 5m n ur oo
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Trigonometrie

ab.

Die Seitenverhaltnisse im rechtwinkligen Dreieck hangen nur vom Winkel «

e
(]| B

Abbildung: Strahlensatz am rechtwinkligen Dreieck

«O>» «F» «
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Trigonometrie

ab.

Die Seitenverhaltnisse im rechtwinkligen Dreieck hangen nur vom Winkel «

e
(]| B

Abbildung: Strahlensatz am rechtwinkligen Dreieck

«O>» «F» «
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Trigonometrie

Die Seitenverhaltnisse im rechtwinkligen Dreieck hangen nur vom Winkel «

ab.

Abbildung: Strahlensatz am rechtwinkligen Dreieck

«O>» «F» «
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Trigonometrie

Die Seitenverhaltnisse im rechtwinkligen Dreieck hangen nur vom Winkel «

ab.

_aC

// ,

c c |

I

|

I
Kl

I

A A ]
LB

b B

Abbildung: Strahlensatz am rechtwinkligen Dreieck

Da die Strecken a und &’
parallel sind, gilt nach dem
Strahlensatz:

b b

Ankathete
¢ ¢ Hypotenuse

a a  Gegenkathete
¢ ¢ Hypotenuse
a a  Gegenkathete
b b Ankathete
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Die trigonometrischen Funktionen beschreiben den Zusammenhang zwischen
Seitenlangen:

der GroBe eines Winkels im rechtwinkligen Dreieck und dem Verhéltnis der

_ a  Gegenkathete
sina = — =

¢ Hypothenuse

«O>» «F» «
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Die trigonometrischen Funktionen beschreiben den Zusammenhang zwischen
Seitenlangen:

der GroBe eines Winkels im rechtwinkligen Dreieck und dem Verhéltnis der

i a  Gegenkathete
sina=— =

¢ Hypothenuse

b Ankathete
cosq = — =
c

~ Hypothenuse

«O>» «F» «
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Die trigonometrischen Funktionen beschreiben den Zusammenhang zwischen
der GroBe eines Winkels im rechtwinkligen Dreieck und dem Verhéltnis der
Seitenlangen:

a _ Gegenkathete

sinag = — =

¢ Hypothenuse

b Ankathete
cosqu=—=——"—#—

¢ Hypothenuse

a  Gegenkathete  sina
tana = — = =

b Ankathete  cosa
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Die trigonometrischen Funktionen beschreiben den Zusammenhang zwischen
der GroBe eines Winkels im rechtwinkligen Dreieck und dem Verhéltnis der

Seitenlangen:

. a
sina = —
c

b
cosa = —
c

¢ a
ana = —
b

b
cota = —
a

_ Gegenkathete
~ Hypothenuse

_ Ankathete
~ Hypothenuse

_ Gegenkathete  sina

Ankathete  cosa

Ankathete _ cosa

- Gegenkathete  sin«

«O>» «F» «
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—_— _ — — =
tana

sin

0 Cos 1

Abbildung: Trigonometrische Funktionen im Rechtwinkligen Dreieck

«O>» «F» «
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Trigonometrie

sin
tana

0 Cos 1

Abbildung: Trigonometrische Funktionen im Rechtwinkligen Dreieck
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Die sogenannten Additionstheoreme beschreiben Umrechnungsregeln fiir
trigonometrische Funktionen.

1. Summen und Differenzen von Winkeln

sin(a + ) =sina - cos § + cosa - sin 3
cos(av £ ) = cos v - cos f Fsina - sin 3

«O>» «F» «

it
v
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Trigonometrie
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Die sogenannten Additionstheoreme beschreiben Umrechnungsregeln fiir
trigonometrische Funktionen.

1. Summen und Differenzen von Winkeln

sin(a + ) =sina - cos § + cosa - sin 3
cos(av £ ) = cos v - cos f Fsina - sin 3
2. Doppelter Winkel

sin(2a) = 2 sina - cos «

cos(2a) =2 cos*a — 1

«O>» «F» «

it
v
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Die sogenannten Additionstheoreme beschreiben Umrechnungsregeln fiir
trigonometrische Funktionen.
1. Summen und Differenzen von Winkeln

sin(a + ) =sina - cos § + cosa - sin 3
2. Doppelter Winkel

cos(av £ ) = cos v - cos f Fsina - sin 3

sin(2a) = 2 sina - cos «
cos(2a) =2 cos*a — 1
3. Trigonometrischer Pythagoras

sina + cos®a = 1

«O>» «F» «
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Wichtige Werte der Winkelfunktionen

Im Allgemeinen kann man die Werte der trigonometrischen Funktionen nur
numerisch berechnen. Fiir bestimmte Winkel jedoch kann man die Werte von
Sinus, Kosinus und Tangens exakt bestimmen.

GradmaB 0° 30° 45° 60° 90°
BogenmaB 0 5 63 3 5
sin 0 : 25 1
cos 1 @ % % 0
tan 0 é 1 V3 -
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Summenzeichen

Das Summenzeichen verwendet man um (lange oder unendliche) Summen

von Termen darzustellen, die nach einem einfachen Schema aufgebaut sind

Rz, A e o
n
Za;:al+ag+a3+...—|—an
i=1

«O>» «F» «
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Beispiel 1.54

10
i=1

Zi:1+2+3+4+5+6+7+8+9+10

Notation, Abkiirzunger
co.

«O>» «F» «
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Beispiel 1.54

10

i=1

Zi:1+2+3+4+5+6+7+8+9+10:55

Notation, Abkiirzunger
co.

«O>» «F» «
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Beispiel 1.54

10

Zi:1-|-2+3+4-|—5-|—6+7+8+9-|—10:55
i=1

Notation, Abkiirzungen und
co.

z":i: n(n+1)

i=1 2
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Beispiel 1.54

10

D i=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=55
2

z”: P n(n+1)

i=1 - 2

4
> (Qk—1)=1+3+5+7
k=1
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Beispiel 1.54

10

D i=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=55
2

z”: P n(n+1)

i=1 - 2

4
> (2k—1)=1+3+5+7=16
k=1
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Beispiel 1.54

Zi:1-|-2-|-3-|—4-|—5-|—6+7+8+9-|—10:55

10

i—1

z”: i n(n+1)
i—1 - 2

4
> (2k—1)=1+3+5+7=16
k=1

1§)3011111

=+

=2 274 8 16

1
51000

«O0>» «F» «E>»

Notation, Abkiirzungen un
co.
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Beispiel 1.54

Zi:1-|-2-|-3-|—4-|—5-|—6+7+8+9-|—10:55

10

i—1

z":i_ n(n+1)
i—1 - 2

4
> (2k—1)=1+3+5+7=16
k=1

1§)3011111

=+

=2 274 8 16

1
21000

1

«O0>» «F» «E>»

Notation, Abkiirzungen un
co.

W

BERGISCHE
UNIVERSITAT
WUPPERTAL




Beispiel 1.55

Einer Legende zufolge soll der Erfinder des Schachspiels bei einem Konig
einen Wunsch frei gehabt haben. Worauf er sich ein Schachbrett voller
Reiskorner wiinschte und zwar auf dem ersten Feld des Schachbretts ein
Reiskorn, auf dem zweiten zwei, auf dem dritten vier, ... auf jedem Feld
doppelt so viele Reiskorner wie auf dem Feld zuvor. Insgesamt also:

Notation, Abkiirzungen un
co.

63
D2 =204 2 422423 42t 20 4 409
i=0

= 18.446.744.073.709.551.615 ~ 1,8 - 10

Ein Reiskorn wiegt ca. 0,025 g, damit ergibt sich ein Gesamtgewicht von
ca. 461 Mrd. t, das rund 600-fache der jahrlichen, weltweiten Reisproduktion.
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Fakultat

Das Produkt der ersten n natiirlichen Zahlen, kiirzt man mit n! (sprich
n-Fakultat) ab.

1 firn=20
nl =
n-(n—1)!

sonst

Notation, Abkiirzunger
co.

«O>» «F» «
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Fakultat

Das Produkt der ersten n natiirlichen Zahlen, kiirzt man mit n! (sprich
n-Fakultat) ab.

Notation, Abkiirzungen und
co.

1 firn=20
nl =
n-(n—1)!" sonst

Beispiel 1.56

=1 41 =24
21 =2 51 =120
31=6 10! = 3628800
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Permutationen

Haben wir allgemein eine Menge mit n Elementen gegeben, so bezeichnen wir
jede mogliche Anordnung der n Elemente als Permutation der Elemente.

Notation, Abkiirzunger
co.

«O>» «F» «
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Permutationen

Satz 1.57

Haben wir allgemein eine Menge mit n Elementen gegeben, so bezeichnen wir
jede mogliche Anordnung der n Elemente als Permutation der Elemente.
Sei n € IN. Es gibt

n-(n—=1)-(n—=2)-----
Moéglichkeiten, n unterscheidbare Elemente anzuordnen.

1:”'

«O>» «F» «
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Binomialkoeffizienten

n\ n!
k] (n—
(gesprochen ,,n iiber k).

Fir n, k € IN mit k < n definiert man den Binomialkoeffizient als
k)! k!

Notation, Abkiirzunger
co.

«O>» «F» «
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Eigenschaften der Binomialkoeffizienten

() ()-

Notation, Abkiirzungen und
co.
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Eigenschaften der Binomialkoeffizienten

n n
= = 1 Notation, Abkiirzungen und
<n> <O> =
n\ n
k] \n—k
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Eigenschaften der Binomialkoeffizienten

n n
= =1 Notation, Abkiirzungen und
n O co.

n n—1 n—1 . .
(k) = ( « ) + (k B 1) rekursive Definition

BERGISCHE
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Das Pascalsche Dreieck

Notation, Abkiirzungen und
co.

Abbildung: Das Pascalsche Dreieck illustriert die rekursive Eigenschaft der
Binomialkoeffizienten. Jeder Binomialkoeffizient berechnet sich als Summe der beidem
Gber ihm stehenden Binomialkoeffizienten.

BERGISCHE
UNIVERSITAT
«O0>» «F» «E>» WUPPERTAL



Der binomische Lehrsatz

Fir a,b € R und n € IN gilt:

Notation, Abkiirzungen
(a+b)"=>" (:) ak bk
k=0

«O>» «F» «
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Beispiel 1.58

Notation, Abkiirzungen und
co.
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Beispiel 1.58

» (a+b)?

Notation, Abkiirzungen und
co.

«O>» «F» «
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Beispiel 1.58

» (a+b)?=a*+2ab+b?

Notation, Abkiirzunger
co.

«O>» «F» «

B
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Beispiel 1.58

» (a+b)?=a*+2ab+b?

Notation, Abkiirzungen und
co.

> (a—b)




Beispiel 1.58

» (a+b)?=a*+2ab+b?

Notation, Abkiirzungen und
co.

5
> (a—b)* = (a+ (b)) = a° —5a*b+10a° b — 1022 b+ 5.2 b — b°
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Beispiel 1.58

» (a+b)?=a*+2ab+b?
Notation, Abkiirzungen und

5
> (a—b)* = (a+ (b)) = a° —5a*b+10a° b — 1022 b+ 5.2 b — b°

> (4x*+y)
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Beispiel 1.58

» (a+b)?=a*+2ab+b?

Notation, Abkiirzungen und
co.

5
> (a—b)* = (a+ (b)) = a° —5a*b+10a° b — 1022 b+ 5.2 b — b°

> (4xP+y) =

— (3) (4X2)0 y3 + (i) (4X2)1 y2 + (;) (4X2)2 yl + (i) (4X2)3 yO

=64x%+48x*y +12x2y% + 3
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Ziehen ohne Unterscheidung der Reihenfolge

Beispiel 1.59

Beim Lotto 6 aus 49 werden bei einem Tipp 6 verschiedene Zahlen aus den

Zahlen von 1 bis 49 ausgewahlt. Wie viele Moglichkeiten gibt es, einen Tipp
abzugeben?

Notation, Abkiirzungen und
co.
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Ziehen ohne Unterscheidung der Reihenfolge

Beispiel 1.59

Beim Lotto 6 aus 49 werden bei einem Tipp 6 verschiedene Zahlen aus den
Zahlen von 1 bis 49 ausgewahlt. Wie viele Moglichkeiten gibt es, einen Tipp
abzugeben?

Wir starten mit folgender Uberlegung: Wenn wir zunichst die Reihenfolge der
getippten Zahlen berlicksichtigen, so gibt es 49 - 48 - 47 - 46 -45 - 44
Méglichkeiten.

Notation, Abkiirzungen und
co.
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Ziehen ohne Unterscheidung der Reihenfolge

Beispiel 1.59

Beim Lotto 6 aus 49 werden bei einem Tipp 6 verschiedene Zahlen aus den
Zahlen von 1 bis 49 ausgewahlt. Wie viele Moglichkeiten gibt es, einen Tipp
abzugeben?

Wir starten mit folgender Uberlegung: Wenn wir zunichst die Reihenfolge der
getippten Zahlen berlicksichtigen, so gibt es 49 - 48 - 47 - 46 -45 - 44
Méglichkeiten.

Die Reihenfolge (in der die Kugeln fallen, bzw. die Zahlen getippt werden) ist
aber unerheblich. 1,2,7,15,17,39 und 2,7,39,15,17,1 beschreiben den
gleichen Tipp, das gleiche Ergebnis. Man kann diese 6 Zahlen auf 6!
verschiedene Arten anordnen, ohne dass sich der Tipp andert.

Notation, Abkiirzungen und
co.

BERGISCHE
UNIVERSITAT
«O0>» «F» «E>» WUPPERTAL



Beispiel 1.59 (fort.)

Bei den oben genannten 49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44 Moglichkeiten kommt also
jeder Tipp 6! mal vor. Um die Anzahl der verschiedenen Tipps zu erhalten,
muss man also noch durch 6! dividieren.

Es gibt also

49 .48 47 -46 - 45 - 44
6!

Notation, Abkiirzungen un
co.

= 13983816 verschiedene Tipps.
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Seien k,n € IN mit kK < n. Von n Elementen lassen sich k Elemente ohne
Beriicksichtigung der Reihenfolge auf

n\ n-(n—1)-(n-2

)=
Arten auswahlen.

k!

Notation, Abkiirzunger
co.

«O>» «F» «
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Kapiteliibersicht

2. Gleichungen
Quadratische Gleichungen
Polynomgleichungen
Potenzgleichungen
Wurzelgleichungen
Gleichungen mit Betragen
Exponentialgleichungen
Lineare Gleichungssysteme
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Aquivalenzumformungen

Definition 2.1 (dquivalente Gleichungen)
schreibt ).

Zwei Gleichungen, die die selbe Lésungsmenge haben, heiBen dquivalent (man

«O>» «F» «
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Aquivalenzumformungen

Definition 2.1 (dquivalente Gleichungen)

Zwei Gleichungen, die die selbe Lésungsmenge haben, heiBen dquivalent (man
schreibt ).

Eine Gleichung impliziert eine andere Gleichung, wenn ihre Lésungsmenge
eine Teilmenge der Lésungsmenge der zweiten Gleichung ist. In anderen
Worten: Ist ein Wert Losung der ersten Gleichung, dann auch der zweiten
Gleichung (man schreibt =>). Die zweite Gleichung kann aber zusatzliche
Losungen haben, die die erste Gleichung nicht l6sen.
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Beispiel 2.2

» 3x+3=24 < x=—7

P x=7 = x>=49 & (x=7 Vx=-T)

«O>» «F» «
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Beispiel 2.2

» 3x+3=24 «<— x=-7

P x=7 = x>=49 & (x=7 Vx=-T)
elementare Aquivalenzumformungen

Seiten der Gleichung

» Addition/Subtraktion einer reellen Zahl oder eines Terms auf beiden

«O>» «F» «
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Beispiel 2.2

> 3x+3=24 &< x=—7
P x=7 = x>=49 & (x=7 Vx=-T)

elementare Aquivalenzumformungen

» Addition/Subtraktion einer reellen Zahl oder eines Terms auf beiden
Seiten der Gleichung

» Multiplikation/Division mit einer reellen Zahl ungleich Null oder mit
einem Term, der nicht gleich Null ist.
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Losen von Gleichungen

Zuniachst muss man bestimmen, fiir welche Werte eine Gleichung liberhaupt
zuldssig ist, d. h. es muss die Definitonsmenge ID der Gleichung bestimmt
werden. Wenn keine weiteren Einschrankungen vorgegeben sind, nehmen wir
als Grundmenge meist die reellen Zahlen an.

Bei jeder Umformung einer Gleichung muss man sich Klarheit dariiber
verschaffen, ob es sich um eine Aquivalenzumformung handelt.

AnschlieBend ergibt sich die Lésungsmenge der Gleichung als:

L={xeD: xlost die Gleichung}
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Beispiel 2.3

Fiir welche Werte von p gilt die Gleichung

6p—5(2p—3) = 3(1-p) ~ L(p+2)7
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Beispiel 2.3
Fiir welche Werte von p gilt die Gleichung
1 7
6p—5(2p=3)=3(1—p)—£(p+2)7?

Definitionsmenge der Gleichung: D = R
Losen der Gleichung:

1 7
6p — E(ZP -3)=3(1-p)— 6(p +2) ausmultiplizieren
3 7 7
= 6p—p+ 5= 3—-3p— gp 3 zusammenfassen
= 5p+ 3_2_2% n 2 3
PT273 %" 6" 32
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Beispiel 2.3 (fort.)

<:>§ :_E ' 6
6 6 55
A P=—§-E kiirzen

6 5

1

— p_—ﬁ

1
Losungsmenge: I = {_ﬁ

«O0>» «F» «E>»
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Beispiel 2.4

Fiir welche Werte von x gilt die Gleichung

2x%24+5x — 9 2

= 17
x(x +3) x+3+
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Beispiel 2.4

Fiir welche Werte von x gilt die Gleichung

2245x—9 2
x(x+3)  x+3

17

Definitionsmenge der Gleichung: D = R \ {0, —3} (da Division durch Null
nicht erlaubt)
Losen der Gleichung:

2x>+5x—9 2
x(x+3)  x+3

+1 ‘-x(x+3)

=234 5x -9 =2x+ x> +3x A x#A0 A x # -3 ‘ — x> —5x+9
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Beispiel 2.4 (fort.)

= x?=9AXx#0AXx#-3
= (x=3Vx=-3)Ax#0A x#-3
< x=3

Losungsmenge: I = {3}
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Allgemeines Vorgehen

» Bestimmung der Definitionsmenge der Gleichung

» Mit Hilfe von Aquivalenzumformungen werden alle Terme in denen die
Unbekannte auftritt auf eine Seite der Gleichung gebracht, alle Terme
die unabhangig von der Unbekannten sind auf die andere Seite.

» Zusammenfassen der Terme auf beiden Seiten der Gleichung (z. B.
durch Ausklammern), Isolierung der Unbekannten
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Quadratische Gleichungen

Gesucht sind die Losungen der quadratischen Gleichung

ax’+bx+c=0mita#0.

Quadratische Gleichungen
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Quadratische Gleichungen

Gesucht sind die Losungen der quadratischen Gleichung

a

ax’+bx+c=0mita#0.
Mit den Abkiirzungen p = 2 und ¢ = €

ist dies aquivalent zu
x>+ px+qg=0
der quadratischen Gleichung in Normalform.

Quadratische Gleichungen
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Quadratische Gleichungen

Gesucht sind die Losungen der quadratischen Gleichung

a

ax’+bx+c=0mita#0.
Mit den Abkiirzungen p = 2 und ¢ = €

ist dies aquivalent zu
x>+ px+qg=0
der quadratischen Gleichung in Normalform.
Mittels quadratischer Erganzung erhalten wir:

x*+px+qg=0

Quadratische Gleichungen

quadratische Erganzung
2 2 2
(g e (e
2 2
2 2
PY _(PY) _
= (+5) = (5) -
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Es kénnen nun verschiedene Falle eintreten.
1. Fall: (8)2-¢g<0
2. Fall: (&

)2 —q=0.
3. Fall: (5)>—qg>0.

Quadratische Gleichungen
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Es kdnnen nun verschiedene Falle eintreten.
1. Fall: (2

2 —qg<0

Dann hat die quadratische Gleichung keine Losung, da das
2. Fall: (§)>—qg=0.
3. Fall: (&

Quadrat auf der linken Seite stets nichtnegativ ist: L = { }.
£Y2 —g>0.

Quadratische Gleichungen
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2. Fall: (&

Es kénnen nun verschiedene Falle eintreten.
1. Fall: (§)2-¢g<0

)2 — g = 0. Dann ist

2
(x + g) =0
— x+ g =0
¢¢XZ-§
Die quadratische Gleichung hat also eine (doppelte) Lésung,
d.h. die Lésungsmenge I = {-5}.
3. Fall: (5)>—q>0.
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Es kénnen nun verschiedene Falle eintreten.
1. Fall: (8)>-¢g<0
2. Fall: (§)>—qg=0.
3. Fall: (5)*> — g > 0. Dann ist

Quadratische Gleichungen

2 2
2
p p
—=x=--+1/(2) -
X=73 (2) q

Die quadratische Gleichung hat also zwei verschiedene
Losungen, wenn (%)2 — g >0, d.h. die Losungsmenge
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Quadratische Gleichungen
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Definition 2.5 (Diskriminante)
Der Term

(5) -

heiBt Diskriminante der quadratischen Gleichung x> + px 4+ q = 0.

Quadratische Gleichungen

«O>» «F» «

BERGISCHE
UNIVERSITAT

WUPPERTAL



Definition 2.5 (Diskriminante)
Der Term

( )
2

heiBt Diskriminante der quadratischen Gleichung x> + px 4+ q = 0.

Am Vorzeichen der Diskriminante kann man die Losbarkeit der quadratischen
(E
2

2
) — g <0 = keine Losung
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Definition 2.5 (Diskriminante)
Der Term

( )
2

heiBt Diskriminante der quadratischen Gleichung x> + px 4+ q = 0.

Am Vorzeichen der Diskriminante kann man die Losbarkeit der quadratischen

NIT

(

NIT

2
) — g <0 = keine Losung

2
) —q=0 = eine (doppelte) Losung
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Definition 2.5 (Diskriminante)
Der Term

( )
2

heiBt Diskriminante der quadratischen Gleichung x> + px 4+ q = 0.

Am Vorzeichen der Diskriminante kann man die Losbarkeit der quadratischen

2
g) — g <0 = keine Losung
2
(g) —q=0 = eine (doppelte) Losung
(e
2

2
) — g >0 = zwei verschiedene Losungen
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Beispiel 2.6

Gesucht ist die Lésungsmenge der Gleichung: x> —3x +2 = 0.

Quadratische Gleichungen
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Beispiel 2.6

Gesucht ist die Lésungsmenge der Gleichung: x> —3x +2 = 0. S—
Fiir die Diskriminante gilt (2)> —2 = 1 > 0; es gibt also zwei verschiedene

reelle Losungen.

x2—3x+2=0

2
<:>x:§i <§> -2

2 2
(=>x—§:|:l

2 2
< x=2V x=1
= L={1,2}
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Beispiel 2.7

Quadratische Gleichungen

Gesucht ist die Lésungsmenge der Gleichung: x> — x +2 = 0.
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Quadratische Gleichungen

Beispiel 2.7

Gesucht ist die Lésungsmenge der Gleichung: x> — x +2 = 0.

Fir die Diskriminante gilt (%)2 —-2= —% < 0; es gibt also keine reelle Lésung.
Somit: L. ={ }
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Faktorisierung

Quadratische Gleichungen

Hat man, falls vorhanden, die reellen Lésungen einer quadratischen Gleichung
bestimmt, so kann man den quadratischen Term faktorisieren, d.h. den Term
in Linearfaktoren zerlegen.
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Faktorisierung

Quadratische Gleichungen

Hat man, falls vorhanden, die reellen Losungen einer quadratischen Gleichung

bestimmt, so kann man den quadratischen Term faktorisieren, d.h. den Term
in Linearfaktoren zerlegen.

Sind x; und xo Losungen der quadratischen Gleichung x> +px + g =0, so
gilt:

X2+ px+qg=(x—x)(x —x).

«O>» «F» «
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Beispiel 2.8

Bestimmen Sie, falls méglich, die Zerlegung von 2x2 + %x —
Linearfaktoren.

Quadratische Gleichungen

2

3II']
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Quadratische Gleichungen
Beispiel 2.8

Bestimmen Sie, falls méglich, die Zerlegung von 2x2 + %x — % in
Linearfaktoren.

Wir berechnen dazu die Losungen der GIelchung 2x2 4 3x — 5 =0

Fiir die Diskriminante gilt (&)? 4+ 3 = £ > 0; es gibt also zwei verschiedene
reelle Lésungen.
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Beispiel 2.8 (fort.)

, 1 1
X<+ 6 X — § =0 Quadratische Glichungen
= x = —i + <i>2 + =
12 12
X = —i + i
12 12 )
= X = 5 VXx= 3

Der quadratische Term lasst sich also in Linearfaktoren zerlegen:

1 2 1 2
2+, _ 4 _ 4 <
2x +3x 3 2<x 2><x+3>
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Spezialfalle quadratischer Gleichungen
einfacher durch Ausklammern lésen.
Merke:

Ist in einer quadratischen Gleichung ¢ = 0, so lasst sich ax?> + bx = 0
x = 0 wiirde sonst ,verloren gehen".

Die Gleichung darf nicht durch x dividiert werden. Die Lésung
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Spezialfalle quadratischer Gleichungen

Ist in einer quadratischen Gleichung ¢ = 0, so lasst sich ax?> + bx = 0
einfacher durch Ausklammern I6sen.

Merke: Die Gleichung darf nicht durch x dividiert werden. Die Lésung Qiadctcelh e
x = 0 wiirde sonst ,verloren gehen".

Beispiel 2.9

Gesucht sind die Losungen der Gleichung 2x% + 3x = 0.
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Spezialfalle quadratischer Gleichungen

Ist in einer quadratischen Gleichung ¢ = 0, so lasst sich ax?> + bx = 0
einfacher durch Ausklammern I6sen.

Merke: Die Gleichung darf nicht durch x dividiert werden. Die Lésung Qiadctcelh e
x = 0 wiirde sonst ,verloren gehen".

Beispiel 2.9
Gesucht sind die Losungen der Gleichung 2x% + 3x = 0.

2x> +3x =0 <= x(2x +3) =0
< x=0V 2x+3=0

3
¢¢x:0vX:—§

3
L= —
= @,2}
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Spezialfalle quadratischer Gleichungen

einer binomischen Formel |8sen.

Einige quadratische Gleichungen lassen sich auch einfach durch Anwendung
(a+ b)? = a® +2ab + b

(a—b)?=a® —2ab+ b?
a—b)(a+b)=a>— b
(a—b)(a+b)

«O>» «F» «
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Beispiel 2.10

Gesucht sind die Lésungen der Gleichung 4x? —12x +9 = 0.

Quadratische Gleichungen
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Beispiel 2.10

Quadratische Gleichungen

Gesucht sind die Lésungen der Gleichung 4x? —12x +9 = 0.

4x2+12x+9=0<= (2x—3)?=0
<—2x—3=0

}

w

— X =

2

N W
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Polynomgleichungen

Gleichungen der Form

Polynomfunktionen auftreten.

Polynomgleichungen

also zum Beispiel 3 x” — 5x* + 2 x = 0 werden wir im Kapitel 3 untersuchen,
da diese Gleichungen auch bei der Bestimmung der Nullstellen von
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Beispiel 2.11

a) x*=

Gleichungen der Form x" = a

16
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Gleichungen der Form x" = a
Beispiel 2.11

a) x*=16 — x = +v16
“— x=-2Vx=2
= L=1{-2,2}
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Gleichungen der Form x" = a
Beispiel 2.11

a) x*=16 — x = +v16
“— x=-2Vx=2
= L=1{-2,2}

b) x® = —64
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Beispiel 2.11

a)

Gleichungen der Form x" = a

x*=16 < x=+V16

b)

= x=-2Vx=2

= L={-22}
x® = —64

ist in R nicht losbar, da bei einem geraden Exponenten
die Potenz nicht negativ werden kann.
= L={}
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Gleichungen der Form x" = a
Beispiel 2.11

a) x*=16 <= x=+V16
— x=-2Vx=2
= L=1{-2,2}

b) x% = —64 st in R nicht I6sbar, da bei einem geraden Exponenten
die Potenz nicht negativ werden kann.
= L={}

c) x3=—64
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Gleichungen der Form x" = a
Beispiel 2.11

a) x*=16 <= x=+V16
— x=-2Vx=2
= L=1{-2,2}

b) x% = —64 st in R nicht I6sbar, da bei einem geraden Exponenten
die Potenz nicht negativ werden kann.
= L={}
c) x3=—64 = x=-V64
<= x=-4
— L ={-4}
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Losung von Gleichungen der Form x" = a

ac RundnelN:

n gerade und a > 0:

Allgemein gilt fir die Lésungsmenge einer Gleichung der Form x” = a mit
L= {_\,/5’ \r/g}
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Losung von Gleichungen der Form x" = a

aceRund neN:
n gerade und a > 0:
n gerade und a =0

L= {_\’75’ \r/g}

L = {0}

Allgemein gilt fir die Lésungsmenge einer Gleichung der Form x” = a mit
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aceRund neN:
n gerade und a > 0:
n gerade und a =0

]L:{_\’VE’\VE}
L = {0}
ngeradeund a<0: L={}

Allgemein gilt fir die Lésungsmenge einer Gleichung der Form x” = a mit

Losung von Gleichungen der Form x" = a
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Losung von Gleichungen der Form x" = a

Allgemein gilt fir die Lésungsmenge einer Gleichung der Form x” = a mit
aceRund neN:

ngeradeund a > 0: L= {-ya,+/a}

ngeradeund a=0: L= {0}

ngeradeund a<0: L={}
nungeradeund a > 0: L = {y/a}
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Losung von Gleichungen der Form x" = a

Allgemein gilt fir die Lésungsmenge einer Gleichung der Form x” = a mit
acRund neN:
ngeradeund a > 0: L= {-ya,+/a}
ngeradeund a=0: L= {0}
ngeradeund a<0: L={}
nungeradeund a > 0: L = {y/a}
nungeradeund a=0: L= {0}
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Losung von Gleichungen der Form x" = a

Allgemein gilt fir die Lésungsmenge einer Gleichung der Form x” = a mit

ac RundnelN:

n gerade und a > 0:
n gerade und a =0
n gerade und a < 0:
n ungerade und a > 0 :
n ungerade und a =0:
n ungerade und a < 0:

L= {_\’75’ \r/g}

L = {0}
L={}
L ={va}
L = {0}

L ={-v~3)
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Wurzelgleichungen

Gleichungen, in denen die Unbekannte als Argument von einer (oder
mehreren Wurzeln) vorkommt, nennt man Wurzelgleichungen.
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Wourzelgleichungen

Gleichungen, in denen die Unbekannte als Argument von einer (oder
mehreren Wurzeln) vorkommt, nennt man Wurzelgleichungen.
Beispiel 2.12

3—2x=7
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Wourzelgleichungen

Gleichungen, in denen die Unbekannte als Argument von einer (oder
mehreren Wurzeln) vorkommt, nennt man Wurzelgleichungen.
Beispiel 2.12

3—2x=7
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Wourzelgleichungen

Gleichungen, in denen die Unbekannte als Argument von einer (oder
mehreren Wurzeln) vorkommt, nennt man Wurzelgleichungen.
Beispiel 2.12

VvV3—2x=7

]Dz(—oo,%}
= 3—-2x =49
< —2x =146
— x=-23
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Losungsstrategie von Wurzelgleichungen

1. Bestimmen der Definitionsmenge

2. Eliminieren der Wurzeln durch Potenzieren der Gleichung mit dem
selben Exponenten (bei Quadratwurzeln Quadrieren). Der Wurzelterm
sollte dazu isoliert auf einer Seite der Gleichung stehen (alle anderen
Terme auf der anderen Seite).

3. Sind alle Wurzeln eliminiert, kann die Losung der entstandenen
Gleichung bestimmt werden.

4. Probe: Einsetzen der Lésungen in die Ursprungsgleichung, Uberpriifung
ob die errechneten Werte die urspriingliche Gleichung I6sen.
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Beispiel 2.13 (Warum braucht man eine Probe?)

5Fx2 —-8=x
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Beispiel 2.13 (Warum braucht man eine Probe?)

VEEi=x D=R\(-2)722)
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Beispiel 2.13 (Warum braucht man eine Probe?)

= 5x% -8 =x°

= 4x2=38

= x2=2

= x=V2V x=—2
Broke x = V2
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Beispiel 2.13 (Warum braucht man eine Probe?)

VBx2 — 8 =x ]D:]R\<—2\/§,2\/§>
—5x*—8=x°
= 4x*>=38
e x> =2
<:>X:\/§\/X:—\/§
Proke v = V2

Bemerkung 2.14

Das Quadrieren der Gleichung ist keine Aquivalenzumformung, sondern nur
eine Implikation. Das heiBt, die neue Gleichung hat unter Umstanden mehr
Losungen als die Ursprungsgleichung. ey
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Beispiel 2.15

VI+vVx=vx—1




Beispiel 2.15

ViFvx=vVx—1 D=]1,00)
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Beispiel 2.15

ViFvx=vVx—1 D=]1,00)
= 1+Vx=x-1
= Vx=x—2
— x=x>—4x+4
—x>-5x+4=0
— (x—1)(x—4)=0
= x=1Vx=4
Losung ist = L = {4}

Durch Einsetzen in die Ursprungsgleichung stellt man fest, dass nur x = 4
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Gleichungen mit Betragen

Gleichungen mit Betrigen

Beim Losen von Gleichungen mit Betragen ist es wichtig, genau auf die
noétigen Fallunterscheidungen zu achten.

Fir jeden einzelnen Betrag muss dazu iiberlegt werden, fiir welche Werte der
Variablen das Argument des Betrags positiv oder negativ ist.
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Beispiel 2.16

Gesucht sind die Lésungen der Gleichung

|3x — 2] =5.

Gleichungen mit Betrigen
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Beispiel 2.16
Gesucht sind die Lésungen der Gleichung
|3x — 2] =5.

Gleichungen mit Betrigen

3x —2 falls x >
I3x — 2| =
2 —3x falls x <

WIN WIN
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Beispiel 2.16 (fort.)
1. Fall: x
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Beispiel 2.16 (fort.)

1. Fall: x > %

[3x — 2| =
<—3x—2=5

< 3x =

<=>x—z

3

7

—1Li-{3}

2. Fall: x < %

|3x —2| =5
—2-3x=5 Gsihungen mit Betrigen
<— —3x=3
—x=-1
= I, = {-1}
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Beispiel 2.16 (fort.)

2. Fall: x < %
< 3x =

|3x —2| =5

<—2—-3x=5
<—— —3x=3
3
-{3)
13

von IL; und IL,, d. h.

<— x=-1

7
]L:]L1UIL2:{—1,—}.

— ]L2 = {—1}
Die Lésungsmenge von |3x — 2| =5 ergibt sich nun als Vereinigungsmenge
3
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Beispiel 2.17

Gesucht sind die Lésungen der Gleichung

|3x — 2| = |x — 5].

Gleichungen mit Betrigen
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Beispiel 2.17

Gesucht sind die Lésungen der Gleichung

|3x — 2| = |x — 5].

Gleichungen mit Betrigen

2 —-3x falls x <

x—5 fallsx>5
|x — 5| =

3x —2 falls x >
I3x — 2| =

WIN WIN

h—x falls x <5

<x<b5und x > 5.

BERGISCHE
UNIVERSITAT
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Beispiel 2.17 (fort.)

1. Fall: x > 5.
|3x — 2| = |x — 5|
<—3x—-2=x-5
< 2X = —3 Gleichungen mit Betragen
3 5
— x = ~3 é} L={}
2. Fall: $ < x <5.
|3x — 2] = |x — 5]
<—3x—2=5-—x
<—4dx=7

= x=_
XT3
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Beispiel 2.17 (fort.)

3. Fall: x < 3.

|3x — 2| = |x — 5|
— 2 _ 3X — 5 — X Gleichungen mit Betragen
— —3=2x
3 3
=X =—z —= I3=4¢-2
T2 ’ { 2}
Die Lésungsmenge von [3x — 2| = |x — 5| ergibt sich wieder als
Vereinigungsmenge der einzelnen Losungsmengen, d. h.
37

]L:]L]_U]L2U]L3:{—§,Z}
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Bemerkung 2.18

Zur Losung von Gleichungen mit Betragen muss jeder Betrag mittels S
Fallunterscheidung aufgelost werden. Damit erhalt man fiir jeden dieser Falle
eine Gleichung, die auf einem Intervall giiltig ist.

Eine Losung einer solchen Teilintervall-Gleichung ist jedoch nur dann Losung
der Betragsgleichung, wenn sie innerhalb des zugehorigen Intervalls liegt.
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Exponentialgleichungen

Die Loésung einer einfachen Exponentialgleichung
a=b

mit a,b>0,a#1
dalog,a* = x - log, a = x.

erhalt man durch Anwenden des Logarithmus zur Basis a als
x = log, b,
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Beispiel 2.19

Exponentialgleichungen
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Beispiel 2.19

1
= x = logs 20
= x = log5 1572
= x=-2
=L ={-2}
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Beispiel 2.20

2% =

Exponentialgleichungen
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Beispiel 2.20

2X=3

= x =log, 3

— L = {log, 3}

Exponentialgleichungen
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Beispiel 2.20

2 =3

= x =log, 3
— L = {log, 3}

Basis 10 oder e umwandeln, d. h.

Ig 3
log, 3 = g

_In3
[

Will man mit dem Taschenrechner einen Naherungswert fiir die Lésung
g2

In2

berechnen, so muss man log, 3 in einen Quotienten aus Logarithmen zur

1,58
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Beispiel 2.21 (Radioaktiver Zerfall)

Zur Erkennung von einigen Schilddriisenerkrankungen wird vom Patienten
eine sog. Schilddriisenszintigraphie aufgenommen. Dem Patient wird dazu
radioaktives Jod (meist 1231 oder 13!1) gespritzt, dieses lagert sich in der
Schilddriise ab. Die wahrend des Zerfallsprozesses abgegebene y-Strahlung
wird von einem Detektor aufgefangen, wodurch eine Bildaufnahme der
Schilddriise berechnet werden kann. 123] besitzt eine Halbwertszeit von ca. 13
Stunden, 3 von ca. 8 Tagen. Nach wie vielen Stunden sind weniger als

1 Promille der Anfangsdosis vorhanden?

BERGISCHE
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Beispiel 2.21 (fort.)

Wir bezeichnen die Anfangsdosis mit Dy und die im Korper verbliebene Dosis
radioaktiven Jods nach der Zeit t mit D(t) (wir rechnen t einheitlich in

Stunden um).

Fiir '
In2

M= —
T3

D(t;) = 0,001- Dy = Dy e ™™
= In0,001 = -\ t;
In0,001
1

~ 129,56

= —

Fiir *'1:
In2
A2 = 155

D(t,) = 0,001 - Dy = Dy e 2%
< In0,001 = —\ t
In0,001
2

=t =— =~ 1913,43

BERGISCHE
UNIVERSITAT
«O0>» «F» «E>» WUPPERTAL




Beispiel 2.22

Ein DIN-A4-Blatt hat eine Starke von etwa 0,06 mm. Wie oft miisste man
das Blatt falten, bis die Dicke des gefalteten Blattes so groB ist, wie die
Entfernung Erde — Mond (ca. 300000 km)?
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Beispiel 2.22

Ein DIN-A4-Blatt hat eine Starke von etwa 0,06 mm. Wie oft miisste man
das Blatt falten, bis die Dicke des gefalteten Blattes so groB ist, wie die
Entfernung Erde — Mond (ca. 300000 km)?

Umrechnung in km: 0,06 mm = 6 - 1078 km
6-107%- 2% = 300000

2 = 50000 - 10% = 5 - 10%?

g5 1
x = log, (5 10 ) log, 5 + 12 log, 10 g2 +12 g2 42 185

Man muss das Papier also nur 43-mal falten!
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Lineare Gleichungssysteme |

Beispiel 2.23

In der Schaltung

sind die Spannung U und die
Widerstande Ry, R,, R; gegeben.
Bestimmen Sie die Stréome /1, / und
k.

h

] e (]

b kL

=

Abbildung: Schaltung
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Beispiel 2.23 (fort.)

Aus den Kirchhoffschen Gesetzen folgen die Gleichungen:

h+h=h
hRi+hK5R=U
hRy=15LR3
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Cramersche Regel

und Unbekannten

Sei also

(1)

ailx1+ aixe = by
(2)
Null sein sollen.

ax1 X1 + axn xp = by,

ein lineares Gleichungssystem (kurz ,,LGS"), wobei nicht alle Koeffizienten

Losen linearer Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen
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Losen linearer Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen
und Unbekannten

Cramersche Regel

Sei also

(1) auxi+anx=b

(2) anxi+ anx = by,
ein lineares Gleichungssystem (kurz ,,LGS"), wobei nicht alle Koeffizienten
Null sein sollen.

Geometrisch sind dies die Gleichungen zweier Geraden im R?. Wir suchen nun
Wertepaare (x1, x2), die beide Gleichungen erfillen, d. h. geometrisch
gemeinsame Punkte der beiden Geraden.
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Beispiel: Zwei Gleichungen und zwei Unbekannten
Beispiel 2.24

(I) 2x1+2x =4
(i) 1xq—1x=0
noch x» oder nur noch x; enthalt.

Also: a;1 =2, aip =2, a1 =1, axp = —1, by =4, b, = 0. Wir wenden

elementare Zeilenumformungen an, um eine Gleichung zu erhalten, die nur

«O>» «F» «
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Beispiel 2.24 (fort.)

(if)

2X1 +
Ix +

2X2 =
(-1)x =

«O0>» «F» «E>»
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Beispiel 2.24 (fort.)

(i)-(-1) 2x1 + 2xy = 4

(ii) . (—2) 1x + (—1)X2 = 0
() 2x1 + 2x) = 4
(II) 1x; + (—1)X2 = 0
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Beispiel 2.24 (fort.)

(i) - (-1) (-1)-2x +  (-1)-2x =(-1)-4

(ii) . (—2) 1x + (—1)X2 = 0
(1) 2x; + 2x) = 4
(II) 1x; + (—1)X2 = 0




Beispiel 2.24 (fort.)

(i) - (-1) (-1)-2x+  (-1)-2x=(-1)-4

(i) - (-2) (-2)-1x3 + (-2) - (-1)x2 = (-2)-0
(1) 2x1 + 2xp = 4
(II) 1x; + (—1)X2 = 0




Beispiel 2.24 (fort.)

DD (D2at (1)-20=(1)4

(i) - (=2) (=2)-1x + (-2)- (-1)x2 = (-2)- 0

(1) | (-1)-2—1-2)x = (1) 4—2-0
Damit erhalten wir —4x; = -4, also x; = 1. Einsetzen in (i) liefert

xp = x3 =1 und damit L = {(1,1)}.

(ii) ].X1 + (—1)X2

|
o

(i) 2x + 2xp = 4
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Beispiel 2.24 (fort.)

DD (D2at (1)-20=(1)4

(i) - (=2) (=2)-1x + (-2)- (-1)x2 = (-2)- 0

(1) | (-1)-2—1-2)x = (1) 4—2-0
Damit erhalten wir —4x; = -4, also x; = 1. Einsetzen in (i) liefert

xp = x3 =1 und damit L = {(1,1)}.
Analog kann man rechnen:
(i) - (=1)
(i) -2

2x1 + 2xp = 4
].X1 + (—1)X2

|
o
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Beispiel 2.24 (fort.)

DD (D2at (1)-20=(1)4

(i) - (=2) (=2)-1x + (-2)- (-1)x2 = (-2)- 0

(1) | (-1)-2—1-2)x = (1) 4—2-0
Damit erhalten wir —4x; = -4, also x; = 1. Einsetzen in (i) liefert

xp = x3 =1 und damit L = {(1,1)}.
Analog kann man rechnen:
(i) - (=1)
(i) -2

(-1)-2x3 + (-1)-2xp = (-1) - 4
1xi+ (-1)x 0

«O0>» «F» «E>»



Beispiel 2.24 (fort.)

(1) - (-1)

(-1)-2xp=(-1)-4
(i) - (-2) (-2)-1x3 + (-2)- (-1)x2 = (-2) -0
n |

(—1) . 2X1 =+

((-1)-2—=1-2)xq =(-1)-4—2-0

Damit erhalten wir —4x; = -4, also x; = 1. Einsetzen in (i) liefert

xp = x3 =1 und damit L = {(1,1)}.
Analog kann man rechnen:

(i) - (-1)
(ii) - 2

(—1) -2x1 + (—1) -2 X
2- ].X1 + 2 (—1)X2

—(-1)-4

2-0

O» «F » «




Beispiel 2.24 (fort.)

DD (D2at (1)-20=(1)4

(i) - (=2) (=2)-1x + (-2)- (-1)x2 = (-2)- 0

(1) | (-1)-2—1-2)x = (1) 4—2-0
Damit erhalten wir —4x; = -4, also x; = 1. Einsetzen in (i) liefert

xp = x3 =1 und damit L = {(1,1)}.
Analog kann man rechnen:

(1) - (1) (-1)-2x1 + (-1) - 2x0 = (-1) - 4

(ii)~2 2'].X1+2'(—1)X2= 2-0

uy | 2-(-1)-2-1)x=2-0-1-4
Damit erhalten wir —4x, = -4, also x, = 1. Einsetzen in (ii) liefert

x1 = xp = 1 und damit L = {(1,1)}. *;mr:.,
«O>» «F»r» «E>» WUPPERTAL




Allgemein gibt es drei verschiedene Méglichkeiten:
1. Es gibt eine eindeutig bestimmte Losung.

(Geometrisch: Die Geraden schneiden sich in einem Punkt.)
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Allgemein gibt es drei verschiedene Méglichkeiten:
1. Es gibt eine eindeutig bestimmte Losung.
(Geometrisch: Die Geraden schneiden sich in einem Punkt.)
2. Es gibt unendlich viele Losungen.
(Geometrisch: Die Geraden sind gleich.)
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Allgemein gibt es drei verschiedene Méglichkeiten:
1. Es gibt eine eindeutig bestimmte Losung.
(Geometrisch: Die Geraden schneiden sich in einem Punkt.)
2. Es gibt unendlich viele Losungen.
(Geometrisch: Die Geraden sind gleich.)
3. Es gibt keine Losung.
(Geometrisch: Die Geraden sind parallel aber nicht gleich.)
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(2)

Wir setzen zunachst voraus, dass alle Koeffizienten ungleich Null sind.
(1)

a1 x1 +

apXo = by
a1x) +  anx = by
(Lirerre @i s ene
(1) ajlx1 +  apxp = by
(2) a1x1 +  anx = by

«O>» «F» «
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Wir setzen zunachst voraus, dass alle Koeffizienten ungleich Null sind.
(1) - a2

(2) - (-a12)

a1 x1 +

apXo = by
a1x) +  anx = b>
(Lirerre @i s ene
(1) ajlx1 +  apxp = by
(2) a1x1 +  anx = by

«O>» «F» «
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Wir setzen zunachst voraus, dass alle Koeffizienten ungleich Null sind.
(1) - a2

(2) - (-a12)

az a11 X1 + ax ai X2

= axnb
a1x) +  anx = b>
(Lirerre @i s ene
(1) ajlx1 +  apxp = by
(2) a1x1 +  anx = by

«O>» «F» «
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Wir setzen zunachst voraus, dass alle Koeffizienten ungleich Null sind.
(1) - a2

(2) - (-a12)

az a11 X1 + ax a x2

= axnb
—ap ax X1 — aipanxy = —app b
(Lirerre @i s ene
(1) ajlx1 +  apxp = by
(2) a1x1 +  anx = by

«O>» «F» «
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Wir setzen zunachst voraus, dass alle Koeffizienten ungleich Null sind.
(1) - ax

(2) - (-a12)

a0 ai1 X1 + ax» adpXxp =

ax by
—aipay X1 — aipanxy = —ap b
(1) |

(a11 a2 — a2 ax1) x1 = axp by — a2 by

a1 xy +

Lineare Gleichungssysteme

a2 Xp =
ar1 X1 +

axp Xy =

«O>» «F» «
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Wir setzen zunachst voraus, dass alle Koeffizienten ungleich Null sind.
(1) - ax

(2) - (-a12)

a0 a11 X1 + ax» a2 X2

= apb
—aipay X1 — aipanxy = —ap b
(!) | (211222 — 212 221) X1 = 20 by — a2 by
(1) (-a21) aiixy + ap X = by
(2) - a1 a1x1 +  anx = by

«O>» «F» «
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Wir setzen zunachst voraus, dass alle Koeffizienten ungleich Null sind.
(1) - ax

(2) - (-a12)

a0 a11 X1 + ax» a2 X2

= apb
—aipay X1 — aipanxy = —ap b
(/) ‘ (all 922 — 412 32]_) X1 = a2 bl — 12 b2 Lineare Gleichungssysteme
(1) - (-ax) —ap1ail X1 — ax a2 X2 = —ao1 by
(2) - an a1X] +  apX = b,

«O>» «F» «
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Wir setzen zunachst voraus, dass alle Koeffizienten ungleich Null sind.
(1) - ax

(2) - (-a12)

a0 a11 X1 + ax» a2 X2

= apb
—aipay X1 — aipanxy = —ap b
(/) ‘ (all 922 — 412 32]_) X1 = a2 bl — 12 b2 Lineare Gleichungssysteme
(1) - (-ax) —ap1ail X1 — ax a2 X2 = —ao1 by
(2) - an ayra xy + aitanxy = air b

«O>» «F» «
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Wir setzen zunachst voraus, dass alle Koeffizienten ungleich Null sind.
(1) ax

(2) - (-a12)

a0 a11 X1 + ax» a2 X2

= apb
—aipay X1 — aipanxy = —ap b
(1) ‘ (a11822 — a2 @) x1 = ax by — ap by e —
(1) - (-ax) —ap1ail X1 — ax a2 Xp = —ao1 by
(2) - an ajranXx +aganx = anb
(1) ‘ (a1 a2 —apan) X =

a1 by — a1 by

«O>» «F» «
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sind.

1. (/) und (/) sind Bestimmungsgleichungen fiir x; und xo. Man kann

nachrechnen, dass (/) und (/) auch giltig sind, wenn Koeffizienten Null
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1. (/) und (/) sind Bestimmungsgleichungen fiir x; und xo. Man kann
nachrechnen, dass (/) und (/) auch giltig sind, wenn Koeffizienten Null
sind.

2. Der Wert D = aj1ax — ajpar; bestimmt die Losungsmoglichkeit des
Gleichungssystems. Man bezeichnet ihn daher als Determinante.
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1. (/) und (/) sind Bestimmungsgleichungen fiir x; und xo. Man kann
nachrechnen, dass (/) und (/) auch giltig sind, wenn Koeffizienten Null
sind.

2. Der Wert D = aj1ax — ajpar; bestimmt die Losungsmoglichkeit des
Gleichungssystems. Man bezeichnet ihn daher als Determinante.

2.1 Ist D # 0, so hat das lineare Gleichungssystem die eindeutige Losung

_anbi—anbh - a11 by — ap1 by

2
)
ai1 a2 — a2 az1 a1l a2 — ai2 azi
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1. (/) und (/) sind Bestimmungsgleichungen fiir x; und xo. Man kann
nachrechnen, dass (/) und (/) auch giltig sind, wenn Koeffizienten Null
sind.

2. Der Wert D = aj1ax — ajpar; bestimmt die Losungsmoglichkeit des
Gleichungssystems. Man bezeichnet ihn daher als Determinante.

2.1 Ist D # 0, so hat das lineare Gleichungssystem die eindeutige Losung

Lineare Gleichungssysteme

_anbi—anbh - a11 by — ap1 by

2
)
ai1 a2 — a2 az1 a1l a2 — ai2 azi

2.2 Ist D=0 und axp b1 — a12 b = 0 und a11 b — a1 by = 0, so hat das lineare
Gleichungssystem unendlich viele Lésungen.
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1. (/) und (/) sind Bestimmungsgleichungen fiir x; und xo. Man kann
nachrechnen, dass (/) und (/) auch giltig sind, wenn Koeffizienten Null
sind.

2. Der Wert D = aj1ax — ajpar; bestimmt die Losungsmoglichkeit des
Gleichungssystems. Man bezeichnet ihn daher als Determinante.

2.1 Ist D # 0, so hat das lineare Gleichungssystem die eindeutige Losung

Lineare Gleichungssysteme

_anbi—anbh xp = 211 by — a1 by
b
a1 axn — a2 ax a1 axn — a2 ax

2.2 Ist D=0 und ax b1 — a12 bo = 0 und ai1 bo — a21 by = 0, so hat das lineare
Gleichungssystem unendlich viele Lésungen.

2.3 Ist D=0 und (ax by — a2 b # 0 oder a11 by — ap1 by # 0), so hat das lineare
Gleichungssystem keine Lésung.
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Bezeichnung 2.25

a1l 4di12
D= = ay1 axn — ar a
dp1 a2
heiBt Determinante.
Ebenso:
b1 a»
D,, = = by ax — by a2
by ax
und
ain b
D,, = =au by —ax b
a1 b

D, und D,, erhilt man aus D, indem man die 1. bzw. 2. Spalte durch die

rechte Seite des Gleichungssystems (1) und (2) ersetzt. Man nennt sie daher
auch Streichungsdeterminanten.
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Damit gilt:

() D-xq =Dy
() D-x, =D,

und

. D, D
1. D#0. Dannist x; = 5+, x2 = 3%, also

(55}
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Damit gilt:
() D-xg=D,
(I D-xy=D,,

und
. D, »
1. D#0.Dannist x; = 5+, x2 = 3%, also

{(5)

2. D=0und D,, =0 und D,, = 0. Dann wird aus (/) und (#)0 = 0, also

L= {(Xl,Xg) DA X1+ apxe = bl}
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Damit gilt:
() D-xg=D,
(I D-xy=D,,

und
. Dy, D.,
1. D#0.Dannist x; = 5+, x2 = 3%, also

{(5)

2. D=0und D,, =0 und D,, = 0. Dann wird aus (/) und (#)0 = 0, also
L= {(Xl,Xg) DA X1+ apxe = bl}

3. D=0 und (D, # 0 oder D,, # 0). Dann ist (/) oder (/) nicht
erfillbar, also:
L={}.
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Beispiel 2.26

2X1—3X2:3

z —9
3X1-i-X2

Lineare Gleichungssysteme
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Beispiel 2.26

2X1—3X2:3
}x +x =2
3 1 2 —

Dazu berechnen wir die zugehorigen Determinanten.

Da D # 0 ist, ist das Gleichungssystem eindeutig l6sbar und es gilt

D D
X1:—1:3, XQZFz:]..

Die Lésungsmenge ist somit I = {(3,1)}.
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GauBsches Eliminationsverfahren

Besitzen zwei lineare Gleichungssysteme die selbe Losungsmenge, so heiBen
die beiden linearen Gleichungssysteme dquivalent.
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GauBsches Eliminationsverfahren

Besitzen zwei lineare Gleichungssysteme die selbe Losungsmenge, so heiBen
die beiden linearen Gleichungssysteme dquivalent.

Die folgenden drei Umformungen wandeln ein LGS in ein aquivalentes System
um, d. h. die Lésungsmenge wird dadurch nicht verandert:

1. Vertauschen zweier Gleichungen (Zeilen)

Diese drei Umformungen bezeichnet man als elementare Zeilenumformungen.
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GauBsches Eliminationsverfahren

Besitzen zwei lineare Gleichungssysteme die selbe Losungsmenge, so heiBen
die beiden linearen Gleichungssysteme dquivalent.

Die folgenden drei Umformungen wandeln ein LGS in ein aquivalentes System
um, d. h. die Lésungsmenge wird dadurch nicht verandert:

1. Vertauschen zweier Gleichungen (Zeilen)

2. Multiplikation einer Gleichung (Zeile) mit einer reellen Zahl o # 0

Diese drei Umformungen bezeichnet man als elementare Zeilenumformungen.
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GauBsches Eliminationsverfahren

Besitzen zwei lineare Gleichungssysteme die selbe Losungsmenge, so heiBen
die beiden linearen Gleichungssysteme dquivalent.

Die folgenden drei Umformungen wandeln ein LGS in ein aquivalentes System
um, d. h. die Lésungsmenge wird dadurch nicht verandert:

1. Vertauschen zweier Gleichungen (Zeilen)

2. Multiplikation einer Gleichung (Zeile) mit einer reellen Zahl o # 0

3. Addition/Subtraktion des Vielfachen einer Gleichung (Zeile) zu/von
einer anderen Gleichung (Zeile)

Diese drei Umformungen bezeichnet man als elementare Zeilenumformungen.
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Wir betrachten nun lineare Gleichungssysteme in allgemeiner Form mit m
Gleichungen und n Unbekannten:

ajlxXy + apXo+ ...+ akXe + ...+ anXp = b1
a1X1 + anxo + ...+ Xk + ...+ anx, = b
Lineare Gleichungssysteme
ainx1 + apxo+ ...+ akxk + ...+ anxp=b;
ami X1+ amXo + ...+ amk Xk + ... + amnXn = bm
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Haufig schreibt man statt der m Gleichungen untereinander ein Tableau mit
den Koeffizienten:

ann an ak ... ain by
a  axm QK ... an by
Lineare Gleichungssysteme
dj1 ap2 djk din b;
am1 am2 dmk dmn bm
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Mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen lasst sich jedes Gleichungssystem
auf sogenannte Zeilenstufenform bringen.

* b1

x | by

k 53

* 54

* 55

x | b,
R 0 ...... 0 | by
0 0 ...... 0 | b
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Die Losung des linearen Gleichungssystems erhalt man aus der
Zeilenstufenform durch Riickwartseinsetzen.

> Zeile r + 1 bis m: Gleichungen der Form 0 = B,- sind nur lésbar, falls
bj = 0 ist. Damit ist das gesamte Gleichungssystem nur l6sbar, wenn
bry1 = bryp = ... = by =0ist, andernfalls ist I. = { }.
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Die Losung des linearen Gleichungssystems erhalt man aus der
Zeilenstufenform durch Riickwartseinsetzen.

» Zeile r +1 bis m: Gleichungen der Form 0 = b; sind nur I6sbar, falls
b; = 0 ist. Damit ist das gesamte Gleichungssystem nur I6sbar, wenn
b,+1 = b,+2 = ...= by, = 0ist, andernfalls ist I = {}

» Wenn b,+1 = b,+2 = = bm = 0 ist, so entsprechen die Zeilen r + 1

bis m keiner Informatlon und kénnen entfernt werden.
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Die Losung des linearen Gleichungssystems erhalt man aus der
Zeilenstufenform durch Riickwartseinsetzen.

» Zeile r +1 bis m: Gleichungen der Form 0 = b; sind nur I6sbar, falls
b; = 0 ist. Damit ist das gesamte Gleichungssystem nur I6sbar, wenn
b,+1 = b,+2 = ...= by, = 0ist, andernfalls ist I = {}

» Wenn br+1 = br+2 = = b,, = 0 ist, so entsprechen die Zeilen r + 1
bis m keiner Informatlon und kénnen entfernt werden.

» Steht in einer Spalte keine , Treppenstufe”, so kann man die
entsprechende Variable frei wahlen. Man ersetzt sie in der Losung durch
einen freien Parameter, z.B. t € R.

Ein Gleichungssystem, dessen Losung freie Parameter enthalt, nennt
man unterbestimmt.
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Beispiel 2.27

x1+3x — x3= 4
3x1 + 4x =11
2x1+ X0 + x3= 7
2x1 — 4xp + 4x3 = 6




Beispiel 2.27

x1+3x — x3= 4 1 3 -1 4
3x1 + 4xo =11 3 0 11
2x1+ X0 + x3= 7 2 1 1 7
2x1 —4xp + 4x3 = 6 2 —4 6
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Beispiel 2.27

x1 + 3% — Xx3
3x1 + 4xo

2x1 + x2+ X3
2x1 — 4xy + 4x3

x1 +

3X2 — X3 =

5x2 + 3x3
5X2 + 3X3
10x, + 6x3

11

NN W

3 -1
4 0

1 1
—4

3 -1
-5 3
-5 3
~10 6
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Beispiel 2.27 (fort.)

X1+3X2—X3: 4
—5x + 3x3 = —1

—
0= 0
0= 0

1 3 -1 4
0 -5 3 -1
0 0 0 0
0 0 O 0
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Beispiel 2.27 (fort.)

X1+3X2—X3: 4 1
—5x 4+ 3x3 = —1 0

—
0= 0 0
0= 0 0

— x3 ist frei wahlbar: x3 =t € R

«O0>» «F» «E>»
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Beispiel 2.27 (fort.)

x1+3x% — x3= 4 1 3 -1
—5x 4+ 3x3 = —1 0 -5 3

—
0= 0 0 O 0
0= 0 0 0 O

— x3 ist frei wahlbar: x3 =t € R

1 3
Q} —5X2+3t=—1 < X2=g+gt

«O0>» «F» «E>»
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Beispiel 2.27 (fort.)

x1+3x% — x3= 4 1 3 -1 4
—5x 4+ 3x3 = —1 0 -5 3 -1
—
0= 0 0 0 0 0
0= 0 0 0 0 0
— x3 ist frei wahlbar: x3 =t € R
1 3
g—5XQ+3t=—1<:X2:g+gt
0 1 3 B 17 4
:>x1+3(§+§t>—t—4(:>x1—?—§t
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Beispiel 2.27 (fort.)

x1+3x% — x3= 4 1 3 -1 4
—5x 4+ 3x3 = —1 0 -5 3 -1

—
0= 0 0 O 0 0
0= 0 0 0 O 0

— x3 ist frei wahlbar: x3 =t € R

1 3
g—5XQ+3t=—1<:X2:g+gt
0 1 3 B 17 4

7 4 1 3
:>]L={<?—gt,g+gt,t>,tE]R}
«O>» «F»r» «E>» wmﬁ:ﬂﬂ"




Beispie| 598

I 42+ 7= 4
6x + 5y + 4z =11

+3z=

4
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Beispiel 2.28

3x+2y+ z= 4 3 21 4
6x + b5y + 4z =11 6 5 4 11
—3x +3z= 4 -3 0 3 4
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Beispiel 2.28

3x+2y+ z= 4 3 21 4
6x + b5y + 4z =11 6 5 4 11
—3x +3z= 4 -3 0 3 4
3x+2y+ z=4 3 21| 4
— y+2z=3 01 2 3 (-2)
2y + 4z =18 0 2 4 8 3+

BERGISCHE
UNIVERSITAT
«O0>» «F» «E>» WUPPERTAL



Beispiel 2.28

3x+2y+ z= 4 3 21 4
6x + b5y + 4z =11 6 5 4 11
—3x +3z= 4 -3 0 3 4
3x+2y+ z=4 3 21 4
— y+2z=3 01 2 3 (-2)
2y + 4z =18 0 2 4 8 3+
3x+2y+ z=4 3 21 4
— y+2z=3 01 2 3
0=2 0 0O 2
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Beispiel 2.28 (fort.)

3x4+2y+ z=4 3 21 4
— y+2z=3 01 2 3
0=2 0 0O 2
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Beispiel 2.28 (fort.)

3x+2y+ z=4 3 21 4
— y+2z=3 01 2 3
0=2 0 00 2

Die dritte Zeile entspricht demnach der Gleichung 0x + 0y + 0z = 2. Diese
Gleichung hat keine Losung und daher ist das gesamte LGS nicht I8sbar,

L=1{}.
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Beispie| 599

I 42+ 7= 4
6x + 5y + 4z =11

+ 27 =

4
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Beispiel 2.29

3x+2y+ z= 4 3 21 4
6x + b5y + 4z =11 6 5 4 11
—3x +2z= 4 -3 0 2 4
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Beispiel 2.29

3x+2y+ z= 4 3 21 4
6x + b5y + 4z =11 6 5 4 11
—3x +2z= 4 -3 0 2 4
3x+2y+ z=4 3 21| 4
— y+2z=3 01 2 3 (-2)
2y +3z=28 0 2 3 8 3+
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Beispiel 2.29

3x+2y+ z= 4 3 21 4
6x + b5y + 4z =11 6 5 4 11
—3x +2z= 4 -3 02| 4
3x+2y+ z=4 3 21 4
— y+2z=3 01 2 3 (-2)
2y +3z=28 0 2 3 8 3+
Ix+2y+ z=4 32 1 4
— y+2z=3 01 2 3
- z=2 0 0 -1 2
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Beispiel 2.29 (fort.)

3x +2y + z=4 3 2 4
— y+2z=3 01 2 3
- z=2 0 0 -1 2
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Beispiel 2.29 (fort.)

3x +2y + z=4 3 2 4
— y+2z=3 01 2 3
- z=2 0 0 -1 2
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X1+ x+2x3=3

LGS mit drei Gleichungen und drei Unbekannten
2x1 + X0 + 2x3 =4
2X]_

=2
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LGS mit drei Gleichungen und drei Unbekannten

X1+ x +2x3 =3 11 2 3 (-2) 1(-2)
2x1 + X0 + 2x3 =4 21 2 4 3+
2x1 =2 2 00 2 +
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LGS mit drei Gleichungen und drei Unbekannten

X1+ x +2x3 =3 11 2 3 (-2) 1(-2)
2x1 + X0 + 2x3 =4 21 2 4 3+
2x1 =2 2 00 2 +

X1 + X2 + 2X3 = 3 1 1 2 3
— —Xp — 2x3 = —2 0 -1 -2 -2 (-2)
2% — Ax3 = —4 0 —2 —4 | —4 j+
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LGS mit drei Gleichungen und drei Unbekannten

X1+ x2 +2x3 =3 112 3 (=2) ~(-2)
2x1 + X0 + 2x3 =4 21 2 4 <:|+
2x1 =2 2 00 2 +
X1+  xo+ 2x3 3 1 1 2 3
— —Xp — 2x3 = —2 0 -1 -2 —2 (-2)
—2x — 4x3 = —4 0 -2 —4 —4 j+
X1+ x2+2x3= 3 1 1 2 3
— —Xp — 2x3 = —2 0 -1 -2 -2
0= 0 0 0 O 0
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x1+ X +2x3= 3 1 1 2 3
—Xo — 2x3 = —2 0 -1 -2 -2
0= 0 0 0 0 0
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x1+ X +2x3= 3 1 1 2
—Xo — 2x3 = —2 0 -1 -2 -2
0= 0 0 0 0 0

— x3 ist frei wahlbar: x3 =t € R

g —Xp —2t=-2 < x, =2—2t

B v (2-2t)42t=3 = x =1

:>]L:{<1, 2 2t t), tER}
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Kapiteltubersicht

3. Ungleichungen
Lineare Ungleichungen
Quadratische Ungleichungen

Ungleichungen mit Betragen
Rechenregeln
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Beispiel 3.1

Gesucht sind alle x € R, fiir die 3x — 2 > 4 — x erfillt ist.

«O>» «F» «

it
v

BERGISCHE
UNIVERSITAT

WUPPERTAL



Beispiel 3.1

Gesucht sind alle x € R, fiir die 3x — 2 > 4 — x erfillt ist.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R.
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Beispiel 3.1
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R.

Gesucht sind alle x € R, fiir die 3x — 2 > 4 — x erfillt ist.

3x —22>4—x

<— 4x > 6
<
Somit ist I = [%, oo)

w

X > =

-2
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Beispiel 3.2

Gesucht sind alle x € R, fir die —% x +5 > —3 erfillt ist.
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Beispiel 3.2

Gesucht sind alle x € R, fir die —% x +5 > —3 erfillt ist.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R.
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Beispiel 3.2

Gesucht sind alle x € R, fir die —% x +5 > —3 erfillt ist.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R.

1
<— 1x> 8
2
<— x < 16

Somit ist I = (—oo, 16).
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Quadratische Ungleichungen — Lésung durch
Vorzeichendiagramme

Vorzeichendiagramme

Fir Ungleichungen, deren linke Seite in Faktoren zerlegt ist und deren rechte
Seite 0 ist, lassen sich die Losungsmengen gut mit Hilfe von
Vorzeichendiagrammen bestimmen.

1. Bestimme fiir jeden Faktor die Intervalle mit positivem bzw. negativem
Vorzeichen.
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Quadratische Ungleichungen — Lésung durch
Vorzeichendiagramme

Vorzeichendiagramme

Fir Ungleichungen, deren linke Seite in Faktoren zerlegt ist und deren rechte
Seite 0 ist, lassen sich die Losungsmengen gut mit Hilfe von
Vorzeichendiagrammen bestimmen.

1. Bestimme fiir jeden Faktor die Intervalle mit positivem bzw. negativem
Vorzeichen.

2. Die Vorzeichen werden fiir die einzelnen Faktoren in ein Diagramm
eingetragen.
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Quadratische Ungleichungen — Lésung durch
Vorzeichendiagramme

Vorzeichendiagramme

Fir Ungleichungen, deren linke Seite in Faktoren zerlegt ist und deren rechte
Seite 0 ist, lassen sich die Losungsmengen gut mit Hilfe von
Vorzeichendiagrammen bestimmen.

1. Bestimme fiir jeden Faktor die Intervalle mit positivem bzw. negativem
Vorzeichen.

2. Die Vorzeichen werden fiir die einzelnen Faktoren in ein Diagramm
eingetragen.

3. Berechne die Vorzeichenverteilung des Gesamtproduktes.
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Beispiel 3.3

Gesucht sind alle x € R, fir die (x —2)(x +5) < 0 gilt.
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Beispiel 3.3

Gesucht sind alle x € R, fir die (x —2)(x +5) < 0 gilt.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R.

o» «F »



Beispiel 3.3

Gesucht sind alle x € R, fir die (x —2)(x +5) < 0 gilt.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R.

x<-b x=-5 -Hh<x<?2 x=2 x>2

x—2 — — — 0 +
x+5 - 0 + + +
(x+5)(x—2) + 0 - 0 +

Fir die Losungsmenge der Ungleichung ergibt sich somit I. = (—5, 2).



Beispiel 3.4

Gesucht sind alle x € R, fiir die x> —2x — 3 < 0 gilt.
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Beispiel 3.4

Gesucht sind alle x € R, fiir die x> —2x — 3 < 0 gilt.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R.
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Beispiel 3.4

Gesucht sind alle x € R, fiir die x> —2x — 3 < 0 gilt.

Definitionsmenge der Ungleichung: D = R.
Hier miissen wir zunichst x2 — 2 x — 3 faktorisieren.

x2—2x—-3=0<=x=1++vV1+3
<= x=-1V x=3
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Beispiel 3.4

Gesucht sind alle x € R, fiir die x> —2x — 3 < 0 gilt.

Definitionsmenge der Ungleichung: D = R.
Hier miissen wir zunichst x2 — 2 x — 3 faktorisieren.

x2—2x—-3=0<=x=1++vV1+3
<= x=-1V x=3

Also ist x> —2x — 3 = (x + 1)(x — 3), d.h.

x?—2x—3<0+= (x+1)(x—3) <0
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Beispiel 3.4 (fort.)

x<—-1 x=-1 —-1<x<3 x=3 x>3

x+1 - 0 + + +

x—3 — — — 0 +
(x+1)(x —3) + 0 - 0 +

Fir die Losungsmenge der Ungleichung ergibt sich somit I. = [—1, 3].
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Beispiel 3.5

Gesucht sind alle p € R, fiir die % >3 —pgilt.
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Beispiel 3.5

Gesucht sind alle p € R, fiir die % >3 —pgilt.
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R\{1}.
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Beispiel 3.5

Gesucht sind alle p € R, fiir die % >3 —pgilt.

Definitionsmenge der Ungleichung: D = R\{1}.
Wir formen die Ungleichung zunachst aquivalent um.

2p—3 2p—3
i >3-—p= P 1+p—320

p—1 — p—
2p—3 — -1
. 2p=3+(p=3)(r )20
p—1
2 _
P=2pP
p—1
-2
. Pl )_0
p—1
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Beispiel 3.5 (fort.)

p<0 p=0 0<p<l p=1 1<p<2 p=2 p>2

pl - 0 + + + + O+
p—2| — - - - - 0 +
p—1| - — — 0 + + +
ed) | 0 + ! — 0 +

Das Symbol ! im Diagramm soll andeuten, dass der Wert nicht zur
Definitionsmenge gehoért. Fiir die Losungsmenge der Ungleichung ergibt sich

somit I = [0, 1) U [2, oo).
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Ungleichungen mit Betragen

Mehr noch als bei den Gleichungen mit Betragen muss man beim Ldsen von
verwenden.

Ungleichungen mit Betragen darauf achten, saubere Fallunterscheidungen zu
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Beispiel 3.6
Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung

|x —10] < =x.
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Beispiel 3.6
Da

Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung

|x —10] < =x.

x —10 falls x > 10
|x — 10| =
missen zwei Falle betrachtet werden.

10 — x falls x < 10
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Beispiel 3.6 (fort.)

1. Fall: x > 10. Dann gilt

|x—10|§%x — x—-10< -x

N =

1
<— x <20
— 1L1=[10,20}
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Beispiel 3.6 (fort.)
1. Fall: x > 10. Dann gilt 2. Fall: x < 10. Dann gilt
1 1 1 1
|x—10|§§x(:>x—10§§x |x—10|§§x(:>—x—|—10§§x
1
— 7% <10 < 10 < gx

= x <20 s O
=>1L1=[10,20} 3
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Beispiel 3.6 (fort.)

1. Fall: x > 10. Dann gilt 2. Fall: x < 10. Dann gilt
1 1 1 1
|x—10|§§x(:>x—10§§x |x—10|§§x(:>—x—|—10§§x
1 3
= 7% <10 < 10 < 5%
2
= x <20 PN ?0 < x

= I; = [10,20} — T, = [@ 10)
3

Die Lésungsmenge von |x — 10| < %x ergibt sich nun als Vereinigungsmenge
von IL; und IL,, d. h. 20
L=T,Ull, = [?,20] .
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Beispiel 3.7
Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung

Ix+3] <|2x —1| +3.




Beispiel 3.7
Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung

Ix+3] <|2x —1| +3.

x+3 falls x > -3
Da |x + 3] =

—x —3 falls x < =3

2x — 1 falls x >
und |2x — 1] =
—2x+1 falls x <

N~ NI

miussen drei Falle betrachtet werden.
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Beispiel 3.7 (fort.)

1. Fall: x > %

Ix+3]<|2x—1|+3 <= x+3<2x—-1+3
<—1<x
= Iy = [1,00)

2. Fall: =3 < x < 3.

x+3]<|2x —1|+3 <= x+3<-2x+1+3

<— 3x<1
<= x<1
-3
— ]Lg_[—3,l]
3
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Beispiel 3.7 (fort.)

3. Fall: x < —3. Dann gilt

x+3|<|2x—1]4+3 <= —x—-3<-2x+1+3
<— x <7
— ]L3:(—OO,—3)
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Beispiel 3.7 (fort.)

3. Fall: x < —3. Dann gilt

x+3|<|2x—1]4+3 <= —x—-3<-2x+1+3
<— x <7
— ]L3:(—OO,—3)

Die Lésungsmenge von |x + 3| < |2x — 1| 4 3 ergibt sich wieder als
Vereinigungsmenge der einzelnen Losungsmengen, d. h.

1
]L:]LlU]LQU]L32 <—OO,§:| U[l,OO).
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Beispiel 3.8

Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung

|2x + 1| <1
x—3 =




Beispiel 3.8

Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung

|2x + 1] <1,
x—3 =
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R\{3}.
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Beispiel 3.8

Gesucht ist die Losungsmenge der Ungleichung

|2x + 1] <1,
x—3 =
Definitionsmenge der Ungleichung: D = R\{3}.

2x +1 falls x > —
Da 12x + 1| =
miussen zwei Falle betrachtet werden.

1
2
—2x —1 falls x < —

1

N
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Beispiel 3.8 (fort.)

1. Fall: x > —%, x # 3.

|2x + 1] <1 :>2X+1S1
x—3 x—3
(:)(2x+1)—(x—3) <0
x—3
x+4
<
x—3_O

BERGISCHE
UNIVERSITAT
«O0>» «F» «E>» WUPPERTAL



Beispiel 3.8 (fort.)

2. Fall: x < —%.
|2X7+1|§1 <=>_2X_1 <1
x—3 x—3
(=>(—2x—1)—(x—3) <0
x—3
—3x+2
<0
x—3 =
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Beispiel 3.8 (fort.)

2. Fall: x < —%.
x—3 x—3
% —1) = (x —
(=>( x—1)—(x 3)§0
x—3
—3x+2§0
X_
1 2 1
= 1a= (-og) 1 (- 5) v (30) ) = (-=3)
|[2x+1]

Die Lésungsmenge von —— < 1 ergibt sich als Vereinigungsmenge der
einzelnen Losungsmengen, d. h.

1 1
Eotauna (-5)u(ca ) = (03).
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Rechenregeln fiir Ungleichungen
Fir a, b, c,d € R gilt:

a>0Ab>0

— a+b>0
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Rechenregeln fiir Ungleichungen
Fir a, b, c,d € R gilt:

a>0Ab>0

— a+b>0
a>b < at+c>b+c
a>bANec>d =— a+c>b+d

«O>» «F» «
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Rechenregeln fiir Ungleichungen

Fir a, b, c,d € R gilt:

a>0ANb>0 = a+b>0
a>b <~ a+c>b+c
a>bANc>d = a+c>b+d
a>0ANb>0 = ab>0
a>0ANb<0 = ab<0
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Rechenregeln fiir Ungleichungen

Fir a, b, c,d € R gilt:

a>0ANb>0 —
a>b =
a>bANc>d =
a>0ANb>0 =
a>0ANb<0 =
a>bANc>0 <=
a>bAc<0 «—

a+b>0
at+c>b+c
at+c>b+d
ab >0
ab< 0
ac > bc
ac < bc
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Rechenregeln fiir Ungleichungen

Fir a, b, c,d € R gilt:

a>0ANb>0 —
a>b =
a>bANc>d =
a>0ANb>0 =
a>0ANb<0 =
a>bANc>0 <=
a>bAc<0 «—
a>bANc>d =

a+b>0
at+c>b+c
at+c>b+d
ab >0
ab< 0
ac > bc
ac < bc
ac > bd
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Rechenregeln fiir Ungleichungen

Fir a, b, c,d € R gilt:

a>0Nb>0 = a+b>0

a>b < a+c>b+c

a>bANc>d = a+c>b+d

a>0ANb>0 = ab>0

a>0ANb<0 = ab<0

a>bANc>0 <= ac> bc

a>bANc<0 <= ac<bc

a>bANc>d = ac>bd

ab>0 <~ (a>0Ab>0)V(a<0Ab<O0)
ab<0 < (a>0Ab<0)V(a<0Ab>0)
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Rechenregeln fiir Ungleichungen

Fir a, b, c,d € R gilt:

a>0ANb>0 = a+b>0

a>b < a+c>b+c

a>bANc>d = a+c>b+d

a>0ANb>0 = ab>0

a>0ANb<0 = ab<0

a>bANc>0 <= ac> bc

a>bANc<0 <= ac<bc

a>bANc>d = ac>bd

ab>0 <~ (a>0Ab>0)V(a<0Ab<O0)
ab<0 < (a>0Ab<0)V(a<0Ab>0)
a>bANb>c — a>c (OG> ww‘



Rechenregeln fiir Ungleichungen 2

Fir a,b,€ Ry, n e N gilt:

a<b < a"<b"
a<b < a">p"
durch < und >-Zeichen ersetzt.

SinngemaB gelten entsprechende Regeln, wenn man die < und >-Zeichen

«O>» «F» «
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4. Funktionen in einer Variable
Lineare Funktionen
Quadratische Funktionen
Polynome
Gebrochenrationale Funktionen
Trigonometrische Funktionen

Exponential- und Logarithmusfunktionen
Ubersicht
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Reelle Funktionen in einer Variablen

Definition 4.1

Eine reelle Funktion f ist eine Zuordnung, die jedem Element aus einer Menge
D¢ eindeutig eine reelle Zahl, den Funktionswert f(x) zuordnet. D¢ heiBt

Definitionsbereich von f, die Menge moglicher Funktionswerte W heiBt
Wertebereich von f.
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Reelle Funktionen in einer Variablen

Definition 4.1

Eine reelle Funktion f ist eine Zuordnung, die jedem Element aus einer Menge
D¢ eindeutig eine reelle Zahl, den Funktionswert f(x) zuordnet. D¢ heiBt
Definitionsbereich von f, die Menge moglicher Funktionswerte W heiBt
Wertebereich von f.

Bezeichnung 4.2

Ist f eine Funktion, so bezeichnen wir hdufig den Wert von f an einer Stelle x
mit y = f(x).

x heiBt dann unabhangige Variable oder Argument von f, y heit abhangige
Variable.
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UNIVERSITAT
WUPPERTAL

«O>» «F» «

thit
v



Funktionsdefinition

Funktionen konnen auf unterschiedliche Weise gegeben sein, z. B. durch
einer Messung) oder durch eine Grafik.

Angabe einer Formel (des Funktionsterms), einer Wertetabelle (Auswertung

«O>» «F» «
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Funktionsdefinition

Funktionen konnen auf unterschiedliche Weise gegeben sein, z. B. durch

Angabe einer Formel (des Funktionsterms), einer Wertetabelle (Auswertung
einer Messung) oder durch eine Grafik.

Ist eine Funktion durch eine Formel gegeben, so besteht der Definitionsbereich
aus allen Werten, fir die der Funktionsterm ausgewertet werden kann, es sei
denn, ein anderer (kleinerer) Definitionsbereich ist explizit angegeben.
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Funktionsdefinition

Funktionen konnen auf unterschiedliche Weise gegeben sein, z. B. durch
Angabe einer Formel (des Funktionsterms), einer Wertetabelle (Auswertung
einer Messung) oder durch eine Grafik.

Ist eine Funktion durch eine Formel gegeben, so besteht der Definitionsbereich
aus allen Werten, fir die der Funktionsterm ausgewertet werden kann, es sei
denn, ein anderer (kleinerer) Definitionsbereich ist explizit angegeben.

Schreibweise:

f:Df — W¢
f:x+—f(x).
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Beispiele fir Funtionen

Beispiel 4.3
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Beispiele fir Funtionen

Beispiel 4.3
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Beispiele fir Funtionen

Beispiel 4.3
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Beispiele fir Funtionen

Beispiel 4.3
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Beispiele fir Funtionen

Beispiel 4.3
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Beispiele fir Funtionen

Beispiel 4.3
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Beispiele fir Funtionen

Beispiel 4.3
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Beispiele fir Funtionen

Beispiel 4.3
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Eigenschaften von Funktionen

Nullstellen Lésungen der Gleichung f(x) =0
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Eigenschaften von Funktionen
Symmetrie

Nullstellen Lésungen der Gleichung f(x) =0
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Eigenschaften von Funktionen
Symmetrie

Nullstellen Lésungen der Gleichung f(x) =0

= f(—x)=f(x)

» achsensymmetrisch zur y-Achse oder gerade

Vx € Dy
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Eigenschaften von Funktionen

Nullstellen Lésungen der Gleichung f(x) =0
Symmetrie

» achsensymmetrisch zur y-Achse oder gerade
= f(—x)=f(x) Vx € Dr

» punktsymmetrisch zum Ursprung oder ungerade
— f(—x)=—-f(x) VxeDf
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Eigenschaften von Funktionen

Nullstellen Lésungen der Gleichung f(x) =0
Symmetrie

» achsensymmetrisch zur y-Achse oder gerade
— f(—x) = f(x) Vx € Dr
» punktsymmetrisch zum Ursprung oder ungerade

— f(—x)=—-f(x) VxeDf
Monotonie
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Eigenschaften von Funktionen

Nullstellen Lésungen der Gleichung f(x) =0
Symmetrie
» achsensymmetrisch zur y-Achse oder gerade
= f(—x)=f(x) Vx € Dr
» punktsymmetrisch zum Ursprung oder ungerade
— f(—x)=—-f(x) VxeDf
Monotonie
» streng monoton wachsend
— f(x)<f(y) Vx,yeDr: x<y
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Eigenschaften von Funktionen

Nullstellen Lésungen der Gleichung f(x) =0
Symmetrie

» achsensymmetrisch zur y-Achse oder gerade
= f(—x)=f(x) Vx € Dr

» punktsymmetrisch zum Ursprung oder ungerade
— f(—x)=—-f(x) VxeDf

Monotonie

» streng monoton wachsend
— f(x)<f(y) Vx,yeDr: x<y

» monoton wachsend
< f(x) < f(y) Vx,yeDr: x<y
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Eigenschaften von Funktionen
Nullstellen Lésungen der Gleichung f(x) =0

Symmetrie

Monotonie

achsensymmetrisch zur y-Achse oder gerade
= f(—x)=f(x) Vx € Dr
punktsymmetrisch zum Ursprung oder ungerade
— f(—x)=—-f(x) VxeDf

streng monoton wachsend

— f(x)<f(y) Vx,yeDr: x<y
monoton wachsend

< f(x) < f(y) Vx,yeDr: x<y
streng monoton fallend

< f(x)>f(y) Vx,yeDr: x<y
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Eigenschaften von Funktionen

Nullstellen Lésungen der Gleichung f(x) =0

Symmetrie

Monotonie

achsensymmetrisch zur y-Achse oder gerade
= f(—x)=f(x) Vx € Dr
punktsymmetrisch zum Ursprung oder ungerade
— f(—x)=—f(x) Vx € D¢

streng monoton wachsend

— f(x)<f(y) Vx,yeDr: x<y
monoton wachsend

< f(x) < f(y) Vx,yeDr: x<y
streng monoton fallend

< f(x)>f(y) Vx,yeDr: x<y
monoton fallend

<~ f(x)>f(y) Vx,yeDs: x<y

«O0>» «F» «E>»
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Beispiel 4.4

Es sei

1
flx)= —
(*) x24+2x —1

Werte von x der Nenner Null wird.

Zur Bestimmung des Definitionsbereiches miissen wir feststellen, fiir welche
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Beispiel 4.4

Es sei

B 1

Cox242x—1

Zur Bestimmung des Definitionsbereiches miissen wir feststellen, fiir welche
Werte von x der Nenner Null wird.

Esgilt x> +2x —1 =0 <= x = —1 £ /2. Also ist

Df =R\ {-1++v2,-1-+2}.

Beispiel 4.5

f(x)

Es sei

g(x)=v3-x
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Beispiel 4.4

Es sei

B 1

Cox242x—1

Zur Bestimmung des Definitionsbereiches miissen wir feststellen, fiir welche
Werte von x der Nenner Null wird.

Esgilt x> +2x —1 =0 <= x = —1 £ /2. Also ist

Df =R\ {-1++v2,-1-+2}.

Beispiel 4.5

f(x)

Es sei
g(x)=v3—x

Da die Wurzel nur fir nichtnegative Zahlen definiert ist, gilt D, = (—o0, 3].
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Eindeutigkeit

Wichtig an der Definition einer Funktion ist die Eindeutigkeit der Zuordnung.
Nicht jede Gleichung mit zwei Variablen ist eine Funktion.
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Eindeutigkeit

Wichtig an der Definition einer Funktion ist die Eindeutigkeit der Zuordnung.
Nicht jede Gleichung mit zwei Variablen ist eine Funktion.

Die Gleichung x2 4 y? = 25 beschreibt einen Kreis um den
Koordinatenursprung mit Radius 5. Die Kreisgleichung ist keine

Funktionsgleichung, da zu jedem x € (—5,5) zwei Werte y = ++1/25 — x?
gehoren, die Zuordnung ist also nicht eindeutig.
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Eindeutigkeit

Wichtig an der Definition einer Funktion ist die Eindeutigkeit der Zuordnung.
Nicht jede Gleichung mit zwei Variablen ist eine Funktion.

Die Gleichung x2 4 y? = 25 beschreibt einen Kreis um den
Koordinatenursprung mit Radius 5. Die Kreisgleichung ist keine

Funktionsgleichung, da zu jedem x € (—5,5) zwei Werte y = ++1/25 — x?
gehoren, die Zuordnung ist also nicht eindeutig.

Grafisch bedeutet die Eindeutigkeit der Zuordnung, dass jede Parallele zur
y-Achse den Funktionsgraphen hochstens einmal schneiden darf.
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Lineare Funktionen

Modelle verwendet.
Eine Funktion

Haufig werden in den Wirtschaftswissenschaften als einfache Modelle lineare

f:x+— f(x)
f(x)=ax+b
y-Achsenabschnitt b.

mit reellen Konstanten a und b, heiBt lineare Funktion. Der Graph einer
linearen Funktion ist eine Gerade mit der Steigung a und dem

«O>» «F» «
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Beispiel 4.6

GemaB dem Hookschen Gesetz ist die Federkraft F einer Feder proportional
zur Auslenkung x (aus der Ruhelage), der Proportionalitatsfaktor wird
Federkonstante (oder Federharte) genannt. Um die Feder doppelt so weit
auszulenken, ist demnach die doppelte Kraft notig.

F(x)=D-x

Abbildung: Mechanische Feder (Beispiel 4.6)
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Beispiel 4.6 (fort.)
Anhand einer Messreihe an einer Feder mochte man (im Rahmen der
Messgenauigkeiten) die Federharte bestimmen.

F(x) [N]
x [em]

0,5

1,0
2,5

1,5
4,9

2,0
7,5

9,9

2,5

3,0
12,6

3,5
14,9

17,4
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Beispiel 4.6 (fort.)

Anhand einer Messreihe an einer Feder mochte man (im Rahmen der

Messgenauigkeiten) die Federharte bestimmen. Wir bilden jeweils den
Quotienten F(x)/x:

F(x)[N] 05 10 15 20 25 30 35
x[em] 25 49 75 99 126 149 174
F()/x 02 02 02 02 02 02 02

Wir erhalten also fiir diese Feder eine Federharte von 0,2 % =20 %
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Beispiel 4.7

Ein einfaches Modell einer Kostenfunktion ist die Darstellung der
Gesamtkosten als Summe der Fixkosten und der als proportional zur
produzierten Menge x angenommenen variablen Kosten, z. B.

C(x) = 0.5x 4 10.

C(x)
10 —/
| Steigt die
i Produktion um
5 eine Einheit, so

steigen die Kosten
um 0.5 Einheiten.

LI B B ) B
1 2 3 4
Abbildung: Lineare Kostenfunktion
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Punkt-Steigungs-Formel einer Geraden

gegeben durch

Die Gleichung einer Geraden mit der Steigung a durch den Punkt (x, y1) ist
y=ax+ (y1—ax)

y-Achsenabschnitt
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Zwei-Punkte-Formel einer Geraden

Die Gleichung einer Geraden durch die Punkte (x1, y1) und (x2, y2) mit
X1 # xp ist gegeben durch

Y2—nn Y2—0

= X+ y— - X1
Xp — X1 X2 — X1
N—_——

Steigung y-Achsenabschnitt
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Zwei-Punkte-Formel einer Geraden

Die Gleichung einer Geraden durch die Punkte (x1, y1) und (x2, y2) mit
X1 # xp ist gegeben durch

Yo—)1 Yo—x1
y= X4y — © X1
X2 — X1 X2 —X1

SN—— ~
Steigung y-Achsenabschnitt

Parallelen zur y-Achse sind keine Funktionsgraphen. Die zugehorigen
Geradengleichungen lassen sich aber in der Form x = ¢ mit einer Konstanten
¢ angeben.
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Schnitt von zwei Geraden

Beispiel 4.8

» &(x) =

Bestimmen Sie die Menge der Schnittpunkte der zwei Geraden
» g1(x) =2x+2und

—x + 1.
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Schnitt von zwei Geraden

Beispiel 4.8

Bestimmen Sie die Menge der Schnittpunkte der zwei Geraden
» g1(x) =2x+2und
» g(x)=—x+1

Gleichsetzen:

2x+2 = —x+1
1
= = —=
X 3

Damit ergibt sich als eindeutiger Schnittpunkt: (—%, %)
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Lineare Funktionen
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Quadratische Funktionen

ansteigen und dann fallen.

In vielen Modellen werden Funktionen verwendet, die zunachst auf einen
Minimalwert fallen und dann ansteigen oder erst auf einen Maximalwert

Quadratische Funktionen
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Quadratische Funktionen

In vielen Modellen werden Funktionen verwendet, die zunachst auf einen

Minimalwert fallen und dann ansteigen oder erst auf einen Maximalwert
ansteigen und dann fallen.

Einfache Funktionen mit diesen Eigenschaften sind quadratische Funktionen

Quadratische Funktionen

f(x) = ax® + bx + ¢ mit Konstanten a, b, c, und a # 0.

Der Graph der Funktion ist eine Parabel. Sie ist nach oben gedffnet, wenn
a > 0 und nach unten geoffnet, wenn a < 0 ist.
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Quadratische Funktionen

In vielen Modellen werden Funktionen verwendet, die zunachst auf einen
Minimalwert fallen und dann ansteigen oder erst auf einen Maximalwert
ansteigen und dann fallen.

Einfache Funktionen mit diesen Eigenschaften sind quadratische Funktionen

Quadratische Funktionen

f(x) = ax® + bx + ¢ mit Konstanten a, b, c, und a # 0.

Der Graph der Funktion ist eine Parabel. Sie ist nach oben gedffnet, wenn
a > 0 und nach unten geoffnet, wenn a < 0 ist.
Zur Bestimmung der Nullstellen (Schnittpunkte mit der x-Achse) ist die
Gleichung

ax’4+bx+c=0

zu l6sen (vgl. Kapitel 2). Eine quadratische Funktion besitzt am sogenannten
Scheitelpunkt ein Minimum falls a > 0 und ein Maximum falls a < 0.
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Funktion)

Beispiel 4.9 (Bestimmung des Minimums einer quadratischen
f(x) =2x% —4x + 5.

Quadratische Funktionen
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Beispiel 4.9 (Bestimmung des Minimums einer quadratischen
Funktion)

f(x) =2x% —4x + 5.

Der Graph ist eine nach oben gedffnete Parabel. Somit besitzt die Funktion
ein Minimum. Wir bringen die Funktionsgleichung mittels quadratischer
Erganzung auf eine andere Form.

Quadratische Funktionen
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Beispiel 4.9 (Bestimmung des Minimums einer quadratischen
Funktion)

f(x) =2x% —4x + 5.

Der Graph ist eine nach oben gedffnete Parabel. Somit besitzt die Funktion
ein Minimum. Wir bringen die Funktionsgleichung mittels quadratischer
Erganzung auf eine andere Form.

f(x)=2x%>—4x+5
=2(x* —2x+1)—-2+5
=2.(x—1)2%+3
An dieser Darstellung (Scheitelpunktform) lasst sich nun ablesen, dass die

Funktion an der Stelle x = 1 ein Minimum besitzt mit (1) = 3. Der
Scheitelpunkt ist S(1,3).

«O0>» «F» « >
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Beispiel 4.9 (fort.)

f(x)

Quadratische Funktionen

Abbildung: Quadratische Funktion f(x) = 2x? — 4x + 5, Minimum bei (1, 3)
(Beispiel 4.9)
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Bestimmung der Scheitelpunktform

f(x)=ax*+bx+c

a X2+bx+<b>2 b2+
= - 5o -—+c
a 2a 44 e
b\? b2
- (” 2—> ;.
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Bestimmung der Scheitelpunktform

f(x)=ax*+bx+c
=a xz-l—éx—|—<£>2 —b—2+c
B a 2a 4a
b\? b?
:a'<x+z> +C_E
b

Da (X + Z) >0 firalle x e Rund a, ¢ und konstant sind, gilt:

Quadratische Funktionen

Fir a > 0 hat die Funktion an der Stelle x = —2—2 ein Minimum
2

f( ) =c— %.

Fir a < 0 hat die Funktion an der Stelle x = —2—’; ein Maximum
2

f(——) =c— f—a.
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Bestimmung der Scheitelpunktform

f(x)=ax*+bx+c
=a xz-l—éx—|—<£>2 —b—2+c
B a 2a 4a
b\? b?
:a'<x+z> +C_E

Da (X + 2—’2) >0 firalle x e Rund a, ¢ und konstant sind, gilt:

Quadratische Funktionen

Fir a > 0 hat die Funktion an der Stelle x = —2—2 ein Minimum
2

f( ) =c— %.

Fir a < 0 hat die Funktion an der Stelle x = —2—’; ein Maximum
2

f(——) =c— f—a. 2

Der Scheitelpunkt ist S(—2,c — £).
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Beispiel 4.10

Wir bestimmen das Maximum von f(x) = —2x? + 8x + 20. Es gilt:

Quadratische Funktionen

f(x) = —2(x*> —4x +4) +8+20
=2 (x—2)%+28

f(x) besitzt also an der Stelle x = 2 ein Maximum mit Funktionswert
f(2) = 28.
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Beispiel 4.10 (fort.)

f(x)

25

Quadratische Funktionen

1 T 1T T T\
-2 -1 1 2 3 4 5 6 X

Abbildung: Quadratische Funktion f(x) = —2x? 4 8 x 4+ 20, Maximum bei (2,28)
(Beispiel 4.10)
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Normalparabel

Quadratzahl x2 zu, d. h.

Die einfachste quadratische Funktion ordnet jeder reellen Zahl x ihre
. 0
f:R— Ry

fix—s x2.

Der Graph ist die nach oben gedffnete Normalparabel, 5(0,0) der
Scheitelpunkt. Die Normalparabel ist symmetrisch zur y-Achse, d.h. x und
—x besitzen denselben Funktionswert.
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Streckung bzw. Stauchung der Normalparabel

g:R— Wg,

g xr— ax?

IRS)r falls a> 0
W, = 0
R”

falls a< 0

Wir betrachten nun etwas allgemeinere quadratische Funktionen der Form

mit einem Faktor a # 0. Dabei ist der Wertebereich

und der Scheitelpunkt ist unverandert S(0,0). Fiir |a| > 1 ist die Parabel
zusatzlich an der x-Achse gespiegelt.

enger, fir |a] < 1 weiter als die Normalparabel. Ist a < 0, so ist der Graph

«O>» «F» «

BERGISCHE
UNIVERSITAT
>

WUPPERTAL

Quadratische Funktionen



—6 -

«O>» «F» «

Abbildung: Skalierungen der Normalparabel

Quadratische Funktionen
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Abbildung: Skalierungen der Normalparabel
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Abbildung: Skalierungen der Normalparabel

«O>» «F» «

Quadratische Funktionen

BERGISCHE
UNIVERSITAT
WUPPERTAL




—6 -

Abbildung: Skalierungen der Normalparabel
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Abbildung: Skalierungen der Normalparabel

Quadratische Funktionen
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Quadratische Funktionen

Abbildung: Skalierungen der Normalparabel
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Quadratische Funktionen

Abbildung: Skalierungen der Normalparabel
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Verschieben der Normalparabel

Funktionsterm der verschobenen Parabel

g(x) = x> + yo

Verschiebt man die Normalparabel um yg in y-Richtung, dann lautet der

die Parabel nach oben, fiir yy < 0 nach unten verschoben.

mit Wertebereich W, = [y, 00) und Scheitelpunkt S(0, yp). Fiir yo > 0 wird

«O>» «F» «
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Verschieben der Normalparabel

Verschiebt man die Normalparabel um yg in y-Richtung, dann lautet der
Funktionsterm der verschobenen Parabel

g(x) = x> + yo

mit Wertebereich W, = [y, 00) und Scheitelpunkt S(0, yp). Fiir yo > 0 wird
die Parabel nach oben, fiir yy < 0 nach unten verschoben.

Quadratische Funktionen
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Verschieben der Normalparabel

Verschiebt man die Normalparabel um yg in y-Richtung, dann lautet der
Funktionsterm der verschobenen Parabel

g(x) = x> + yo

mit Wertebereich W, = [y, 00) und Scheitelpunkt S(0, yp). Fiir yo > 0 wird
die Parabel nach oben, fiir yy < 0 nach unten verschoben.

Quadratische Funktionen
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Verschieben der Normalparabel

Verschiebt man die Normalparabel um yg in y-Richtung, dann lautet der
Funktionsterm der verschobenen Parabel

g(x) = x> + yo

mit Wertebereich W, = [y, 00) und Scheitelpunkt S(0, yp). Fiir yo > 0 wird
die Parabel nach oben, fiir yy < 0 nach unten verschoben.

Quadratische Funktionen

T

T

T
-4 -3 -2
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Verschieben der Normalparabel

Verschiebt man die Normalparabel um yg in y-Richtung, dann lautet der
Funktionsterm der verschobenen Parabel

g(x) = x> + yo

mit Wertebereich W, = [y, 00) und Scheitelpunkt S(0, yp). Fiir yo > 0 wird
die Parabel nach oben, fiir yy < 0 nach unten verschoben.

Quadratische Funktionen

T T

T
-4 -3 -2

A
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Verschiebt man die Normalparabel um xg in x-Richtung, dann ergibt sich der
d. h.

Funktionsterm der verschobenen Parabel durch Ersetzen von x durch x — xg,

g(x) = (x — %)

mit Wertebereich W, = [0, 00) und Scheitelpunkt S(xp,0). Fiir xo > 0 wird
die Parabel nach rechts, fiir x; < 0 nach links verschoben.

Quadratische Funktionen

T T T T T T
-4 -3 —2 -1

Abbildung: Verschiebungen der Normalparabel in x-Richtung
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Verschiebt man die Normalparabel um xg in x-Richtung, dann ergibt sich der
d. h.

Funktionsterm der verschobenen Parabel durch Ersetzen von x durch x — xg,

g(x) = (x — %)

mit Wertebereich W, = [0, 00) und Scheitelpunkt S(xp,0). Fiir xo > 0 wird
die Parabel nach rechts, fiir x; < 0 nach links verschoben.

Quadratische Funktionen

y :‘,'('x +1)2

T

—4 -3

] :
-2

Abbildung: Verschiebungen der Normalparabel in x-Richtung
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Verschiebt man die Normalparabel um xg in x-Richtung, dann ergibt sich der
d. h.

Funktionsterm der verschobenen Parabel durch Ersetzen von x durch x — xg,

g(x) = (x — %)

mit Wertebereich W, = [0, 00) und Scheitelpunkt S(xp,0). Fiir xo > 0 wird
die Parabel nach rechts, fiir x; < 0 nach links verschoben.

Quadratische Funktionen

T T
—4 -3

-2

Abbildung: Verschiebungen der Normalparabel in x-Richtung
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Verschiebt man die Normalparabel um xg in x-Richtung, dann ergibt sich der
d. h.

Funktionsterm der verschobenen Parabel durch Ersetzen von x durch x — xg,

g(x) = (x — %)

mit Wertebereich W, = [0, 00) und Scheitelpunkt S(xp,0). Fiir xo > 0 wird
die Parabel nach rechts, fiir x; < 0 nach links verschoben.

Quadratische Funktionen

T T
—4 -3

-2

Abbildung: Verschiebungen der Normalparabel in x-Richtung
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Verschiebt man die Normalparabel um xg in x-Richtung, dann ergibt sich der
d. h.

Funktionsterm der verschobenen Parabel durch Ersetzen von x durch x — xg,

g(x) = (x — %)

mit Wertebereich W, = [0, 00) und Scheitelpunkt S(xp,0). Fiir xo > 0 wird
die Parabel nach rechts, fiir x; < 0 nach links verschoben.

Quadratische Funktionen

T
—4

T

T T
-3 -2

Abbildung: Verschiebungen der Normalparabel in x-Richtung
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Eine Kombination von Stauchung bzw. Streckung, Verschiebung um yq in
y-Richtung und Verschiebung um xp in x-Richtung liefert allgemein
f(x) = a(x = x0)* + ¥o

(Scheitelpunktform).

Quadratische Funktionen

«O>» «F» «

BERGISCHE
UNIVERSITAT

WUPPERTAL



Eine Kombination von Stauchung bzw. Streckung, Verschiebung um yq in
y-Richtung und Verschiebung um xp in x-Richtung liefert allgemein
f(x) = a(x — x0)* + yo

(Scheitelpunktform).
Durch Ausmultiplizieren und Umbenennen der Parameter erhélt man
f(x) = ax®+ bx + ¢

(allgemeine Parabelform).

Quadratische Funkti
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Eine Kombination von Stauchung bzw. Streckung, Verschiebung um yq in
f(x) = a(x = x0)* + yo

y-Richtung und Verschiebung um xp in x-Richtung liefert allgemein

(Scheitelpunktform).
Durch Ausmultiplizieren und Umbenennen der Parameter erhélt man
f(x) = ax®+ bx + ¢

angeben.

(allgemeine Parabelform).
Hat die Parabel an den Stellen x; und x> Schnittpunkte mit der x-Achse, so
lasst sich der zugehorige Funktionsterm auch in der Form

f(x) =a(x —x1)(x — x2)

Quadratische Funkti

(Nullstellenform)
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Quadratische Funktionen
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Bemerkung 4.11

Man kann auch den Graphen jeder beliebigen anderen Funktion strecken bzw.
stauchen, an der x-Achse spiegeln und verschieben.

mit dem Faktor a.

» Streckung bzw. Stauchung mit dem Faktor |a|, Spiegelung an der

x-Achse, falls a < 0 entspricht der Multiplikation des Funktionsterms

Quadratische Funkti
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Bemerkung 4.11

Man kann auch den Graphen jeder beliebigen anderen Funktion strecken bzw.
stauchen, an der x-Achse spiegeln und verschieben.

Quadratische Funktionen

» Streckung bzw. Stauchung mit dem Faktor |a|, Spiegelung an der

x-Achse, falls a < 0 entspricht der Multiplikation des Funktionsterms
mit dem Faktor a.

» Verschiebung um yg in y-Richung entspricht der Addition der
Konstanten yy zum Funktionsterm.
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Bemerkung 4.11

Man kann auch den Graphen jeder beliebigen anderen Funktion strecken bzw.
stauchen, an der x-Achse spiegeln und verschieben.

» Streckung bzw. Stauchung mit dem Faktor |a|, Spiegelung an der

x-Achse, falls a < 0 entspricht der Multiplikation des Funktionsterms
mit dem Faktor a.

» Verschiebung um yg in y-Richung entspricht der Addition der
Konstanten yy zum Funktionsterm.

Quadratische Funktionen

» Verschiebung um xp in x-Richung entspricht dem Ersetzen von x durch
X — Xp im Funktionsterm.
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Polynome

Lineare und quadratische Funktionen sind Spezialfalle einer allgemeineren
Klasse von Funktionen, den Polynomen.

Definition 4.12
Eine Funktion P: R — R mit
P(x) = an X"+ an_1 X" 1+ -4 arx + ap

mit Konstanten a,, a,_1,...,a1, a0 € R, a, # 0 heiBt Polynom vom Grad n.
Die Konstanten a,, a,—1, ..., a1, ao heiBen Koeffizienten, a, Leitkoeffizient
oder fiihrender Koeffizient, ag konstanter Term oder Absolutglied. Weiter
definiert man P(x) = 0 als das Nullpolynom.
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Beispiel 4.13

» P(x)=—05x3+2x — 1ist ein Polynom vom Grad 3 mit den
Koeffizienten ag = —1, a; =2, ao = 0, a3 = —0.5.
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Beispiel 4.13

» P(x)=—05x3+2x — 1ist ein Polynom vom Grad 3 mit den
Koeffizienten ag = —1, a; =2, ao = 0, a3 = —0.5.

7 3 . . . ..
» P(x) = X35 ist ein Polynom vom Grad 7 mit den Koeffizienten
3 = a=as =as = ag =0 und 31:a3:a7:%5.
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Beispiel 4.13

» P(x)=—05x3+2x — 1ist ein Polynom vom Grad 3 mit den
Koeffizienten ag = —1, a; =2, ao = 0, a3 = —0.5.

» P(x)= % ist ein Polynom vom Grad 7 mit den Koeffizienten
3 = a=as =as = ag =0 und 31:a3:a7:%5.

» f(x) =5x"3+ x"2+ 2 ist kein Polynom.
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Nullstellen von Polynomen

In vielen Problemstellungen ist es wichtig, etwas (iber die Anzahl und die Lage
der Nullstellen, d. h. die Lésungen der Gleichung P(x) = 0 zu wissen.
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Nullstellen von Polynomen

In vielen Problemstellungen ist es wichtig, etwas (iber die Anzahl und die Lage
der Nullstellen, d. h. die Lésungen der Gleichung P(x) = 0 zu wissen.

Ein Polynom n-ten Grades besitzt héchstens n reelle Nullstellen.
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Nullstellen von Polynomen

In vielen Problemstellungen ist es wichtig, etwas (iber die Anzahl und die Lage
der Nullstellen, d. h. die Lésungen der Gleichung P(x) = 0 zu wissen.

Ein Polynom n-ten Grades besitzt héchstens n reelle Nullstellen.

Hat man eine Nullstelle x; von P(x) gefunden, so lasst sich P(x) auch
schreiben als

P(x) = (x — x1) Pp—1(x)

mit dem Linearfaktor (x — x1) und einem Polynom P,_1(x), das einen Grad
niedriger ist als P(x). Mit P,_1(x) kann man wieder genauso verfahren.
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Fir die ausfiihrliche Untersuchung von Polynomen hoheren als zweiten Grades
ist man insbesondere an den folgenden Fragen interessiert:

» Wie kann man (falls vorhanden) Lésungen der Gleichung P(x) = 0 fiir
ein Polynom n-ten Grades berechnen?

» Wie kann man, wenn man eine Nullstelle x; von P(x) gefunden hat, das
Polynom P,_1(x) bestimmen, so dass P(x) = (x — x1)P,—1(x) gilt?
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Fir die ausfiihrliche Untersuchung von Polynomen hoheren als zweiten Grades
ist man insbesondere an den folgenden Fragen interessiert:

» Wie kann man (falls vorhanden) Lésungen der Gleichung P(x) = 0 fiir
ein Polynom n-ten Grades berechnen?

» Wie kann man, wenn man eine Nullstelle x; von P(x) gefunden hat, das
Polynom P,_1(x) bestimmen, so dass P(x) = (x — x1)P,—1(x) gilt?

Ist P(x) ein Polynom vom Grad 1 oder 2, so haben wir die Fragen bereits
beantwortet. Fiir die Berechnung von Nullstellen von Polynomen dritten
Grades gibt es zwar noch eine geschlossene Formel. Die ist aber ziemlich
kompliziert. Fiir die Nullstellen von Polynomen hoheren als dritten Grades
gibt es keine geschlossene Formel mehr.
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Beispiel 4.14 (Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten)

Sei P(x) = x3 — 4x2 + x + 6 (Polynom dritten Grades mit ganzzahligen
Koeffizienten).
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Beispiel 4.14 (Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten)

Sei P(x) = x3 — 4x2 + x + 6 (Polynom dritten Grades mit ganzzahligen
Koeffizienten).

Wenn P(x) eine ganzzahlige Nullstelle x; besitzt, dann muss gelten:

X —Axt+x+6=0 = x—4xt+x =6

= (X —4x+1)=-6
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Beispiel 4.14 (Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten)

Sei P(x) = x3 — 4x2 + x + 6 (Polynom dritten Grades mit ganzzahligen
Koeffizienten).
Wenn P(x) eine ganzzahlige Nullstelle x; besitzt, dann muss gelten:

X —Axt+x+6=0 = x—4xt+x =6

= (X —4x+1)=-6

Wenn x; ganzzahlig ist, dann ist auch xl2 — 4 x1 + 1 ganzzahlig, also muss x;
(positiver oder negativer) Teiler von —6 sein.

Die Teiler von —6 sind: +1, +2, £3, +6. Diese Werte kann man nun in P(x)
einsetzen und priifen, ob es sich um eine Nullstelle handelt.
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Beispiel 4.14 (fort.)

P(1) =4, P(—1) =0, also ist x; = —1 Nullstelle von P(x).
= P(x) = (x + 1)Pa(x), wobei P,(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.

(x3— 4x> + x +6):(x+1)=x2-5x+6
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Beispiel 4.14 (fort.)

P(1) =4, P(—1) =0, also ist x; = —1 Nullstelle von P(x).
= P(x) = (x + 1)Pa(x), wobei P,(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.

(x3— 4x> + x +6):(x+1)=x2-5x+6
X34 X2
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Beispiel 4.14 (fort.)

P(1) =4, P(—1) =0, also ist x; = —1 Nullstelle von P(x).
= P(x) = (x + 1)Pa(x), wobei P,(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.

(x3— 4x> + x +6):(x+1)=x2-5x+6
31 X2
—5x2+ x +6
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Beispiel 4.14 (fort.)

P(1) =4, P(—1) =0, also ist x; = —1 Nullstelle von P(x).
= P(x) = (x + 1)Pa(x), wobei P,(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.

(x3— 4x> + x +6):(x+1)=x2-5x+6

X3+ x2
—5x2+ x +6
—5x2 — Bx
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Beispiel 4.14 (fort.)

P(1) =4, P(—1) =0, also ist x; = —1 Nullstelle von P(x).
= P(x) = (x + 1)Pa(x), wobei P,(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.

(x3— 4x> + x +6):(x+1)=x2-5x+6

X3+ x2
—5x2+ x +6
—5x2 — Bx

6x + 6
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Beispiel 4.14 (fort.)

P(1) =4, P(—1) =0, also ist x; = —1 Nullstelle von P(x).
= P(x) = (x + 1)Pa(x), wobei P,(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.

(x3— 4x> + x +6):(x+1)=x2-5x+6

X3+ x2
—5x>+ x +6
—5x? — 5x
6x + 6

6x + 6
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Beispiel 4.14 (fort.)

P(1) =4, P(—1) =0, also ist x; = —1 Nullstelle von P(x).
= P(x) = (x + 1)Pa(x), wobei P,(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.

(x3— 4x> + x +6):(x+1)=x2-5x+6

X3+ x2
—5x>+ x +6
—5x% — bx
6x + 6
6x 4+ 6
0
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Beispiel 4.14 (fort.)
Also gilt P(x) = (x + 1)(x? — 5x + 6). Mit Hilfe der pg-Formel findet man

die Nullstellen der quadratischen Funktion Py(x) = x? —5x + 6, x, = 2 und
x3 = 3, die restlichen Nullstellen von P(x).

P(x) = (x +1)(x — 2)(x — 3).

10
8 -
.
4
> -
f ] T \_/V T X
-2 1 _o | 1 2 3 4
,4;
76;

BERGISCHE
UNIVERSITAT
—8 «O0>» «F» « > WUPPERTAL



Beispiel 4.14 (fort.)

Da ein Polynomterm sein Vorzeichen nur an Nullstellen dndert, kann man aus
dieser Darstellung z. B. mit Hilfe einer Vorzeichentabelle ermitteln, fir welche
Werte von x das Polynom P(x) positive bzw. negative Werte annimmt.
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Satz 4.15

Sei P(x) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Dann gilt: Wenn P(x)

eine ganzzahlige Nullstelle besitzt, so ist diese Teiler des konstanten Terms
dg.
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Beispiel 4.16

Sei P(x) = x5 —3x* —3x3 +9x? — 4x + 12 (Polynom fiinften Grades mit
ganzzahligen Koeffizienten).

Die Teiler des Absolutgliedes 12 sind: +1, +2, +3, +4, +6, +12. Diese Werte
kann man nun in P(x) einsetzen und priifen, ob es sich um eine Nullstelle
handelt.

P(1) =12, P(—1) = 24, P(2) = 0 also ist x; = 2 Nullstelle von P(x).
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Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 2)Pa(x), wobei P4(x) ein Polynom vom Grad 4 ist.

(x®=3x* — 3x® + 9x% — 4x +12):(x—2)=x*—x3-5x2—x -6

o» «F »



Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 2)Pa(x), wobei P4(x) ein Polynom vom Grad 4 ist.
(x5 — 3x*
x° — 2x*

3x3 +9x%2 — 4x +12):(x—2)=x*-x>-5x2—x—6

o» «F »



Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 2)Pa(x), wobei P4(x) ein Polynom vom Grad 4 ist.
(x5 — 3x*
x° — 2x*

3x3 +9x%2 — 4x +12):(x—2)=x*-x>-5x2—x—6
—x*— 33 + 9x% — 4x +12

o» «F »



Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 2)Pa(x), wobei P4(x) ein Polynom vom Grad 4 ist.
(x5 — 3x*
x° — 2x*

3x3 +9x%2 — 4x +12):(x—2)=x*-x>-5x2—x—6
—x*— 33 + 9x% — 4x +12
—x* 4 2x3

o» «F »



Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 2)Pa(x), wobei P4(x) ein Polynom vom Grad 4 ist.
(x5 — 3x*
x° — 2x*

3x3 +9x%2 — 4x +12):(x—2)=x*-x>-5x2—x—6
—x*— 33 + 9x% — 4x +12
—x* 4 2x3

—5x3 4+ 9x2 — 4x +12

o» «F »



Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 2)Pa(x), wobei P4(x) ein Polynom vom Grad 4 ist.
(x5 — 3x*
x° — 2x*

3x3 +9x%2 — 4x +12):(x—2)=x*-x>-5x2—x—6
—x*— 33 + 9x% — 4x +12
—x* 4 2x3

—5x3 4+ 9x2 — 4x +12
—5x3 4 10x2

o» «F »



Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 2)Pa(x), wobei P4(x) ein Polynom vom Grad 4 ist.
(x5 — 3x*
x° — 2x*

3x3 +9x%2 — 4x +12):(x—2)=x*-x>-5x2—x—6
—x*— 33 + 9x% — 4x +12
—x* 4 2x3

—5x3 4+ 9x2 — 4x +12
—5x3 4 10x2

—x2 — 4x +12

o» «F »



Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 2)Pa(x), wobei P4(x) ein Polynom vom Grad 4 ist.
(x5 — 3x*
x° — 2x*

3x3 +9x%2 — 4x +12):(x—2)=x*-x>-5x2—x—6
—x*— 33 + 9x% — 4x +12
—x* 4 2x3

—5x3 4+ 9x2 — 4x +12
—5x3 4 10x2

—x% — 4x +12
—x? 4+ 2x

o» «F »



Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 2)Pa(x), wobei P4(x) ein Polynom vom Grad 4 ist.
(x5 — 3x*
x° — 2x*

3x3 +9x%2 — 4x +12):(x—2)=x*-x>-5x2—x—6
—x*— 33 + 9x% — 4x +12
—x* 4 2x3

—5x3 4+ 9x2 — 4x +12

—5x3 4+ 10x2
—x% — 4x +12
—x% 4+ 2x

—bx + 12

o» «F »



Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 2)Pa(x), wobei P4(x) ein Polynom vom Grad 4 ist.
(x5 — 3x*
x° — 2x*

3x3 +9x%2 — 4x +12):(x—2)=x*-x>-5x2—x—6
—x*— 33 + 9x% — 4x +12
—x* 4 2x3

—5x3 4+ 9x2 — 4x +12

—5x3 4+ 10x2
—x% — 4x +12
—x% 4+ 2x

—bx + 12
—b6x + 12

o» «F »



Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 2)Pa(x), wobei P4(x) ein Polynom vom Grad 4 ist.

(x®=3x* — 3x® + 9x% — 4x +12):(x—2)=x*—x3-5x2—x -6
x° — 2x*

—x*— 3x3 4+ 9x% — 4x +12

—x* 4+ 2x3
—5x3+ 9x® — 4x +12
—5x3 + 10x?
—x% — 4x +12
—x? 4+ 2x
—bx + 12
—6x + 12
0



Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist
P(x) = (x —2) (x* — x* — 5x2 — x — 6).

P4(X)

Die Teiler des Absolutgliedes —6 von Pys(x) sind: +1, +2, £3, +-6, wobei wir
+1 nicht mehr probieren miissen.
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Beispiel 4.16 (fort.)
Also ist

P(x) = (x —2) (x* = x> =5x* — x — 6)

+1 nicht mehr probieren miissen.

P4y(2) = —20

P4(x)
Die Teiler des Absolutgliedes —6 von Pys(x) sind: +1, +2, £3, +-6, wobei wir
P4(—2) = 0

also ist x, = —2 Nullstelle von Py(x).

«O>» «F» «

BERGISCHE
UNIVERSITAT
>

WUPPERTAL



Beispiel 4.16 (fort.)
P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist,

Also ist Ps(x) = (x + 2)P3(x) bzw. P(x) = (x — 2)(x + 2)P3(x), wobei

(x*— x> =5x>— x —6):(x+2)=x>-3x>+x-3

O» «F » «




Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist Ps(x) = (x + 2)P3(x) bzw. P(x) = (x — 2)(x + 2)P3(x), wobei
P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist,

(x*— x> =5x2— x —6):(x+2)=x3-3x>+x-3
x* + 2x?

O» «F » «




Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist Ps(x) = (x + 2)P3(x) bzw. P(x) = (x — 2)(x + 2)P3(x), wobei
P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist,
(x*— x3 —5x2— x —6):(x+2)=x3-3x2+x-3
x* + 2x2

—3x3—56x?— x —6
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Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist Ps(x) = (x + 2)P3(x) bzw. P(x) = (x — 2)(x + 2)P3(x), wobei
P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist,

(x*— x> =5x2— x —6):(x+2)=x3-3x>+x-3

x* + 2x?
—3x3—56x?— x —6
—3x3 — 6x2
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Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist Ps(x) = (x + 2)P3(x) bzw. P(x) = (x — 2)(x + 2)P3(x), wobei
P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist,

(x*— x> =5x2— x —6):(x+2)=x3-3x>+x-3

x* + 2x?
—3x3—56x?— x —6
—3x3 — 6x2
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Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist Ps(x) = (x + 2)P3(x) bzw. P(x) = (x — 2)(x + 2)P3(x), wobei
P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist,

(x*— x> =5x2— x —6):(x+2)=x3-3x>+x-3

x* + 2x2
—-3x3-5x>— x —6
—3x3 — 6x2
x> — x —6
x? 4+ 2x
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Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist Ps(x) = (x + 2)P3(x) bzw. P(x) = (x — 2)(x + 2)P3(x), wobei
P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist,

(x*— x> =5x2— x —6):(x+2)=x3-3x>+x-3

x* + 2x2
—-3x3-5x>— x —6
—3x3 — 6x2
x> — x —6
x? 4+ 2x
~ —3x-6
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Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist Ps(x) = (x + 2)P3(x) bzw. P(x) = (x — 2)(x + 2)P3(x), wobei

P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist,

(x*— x> =5x2— x —6):(x+2)=x3-3x>+x-3

x* + 2x2
—-3x3-5x>— x —6
—3x3 — 6x2
x> — x —6
x? 4+ 2x
~ —3x-6
—3x—6

«O0>» «F» «E>»
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Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist Ps(x) = (x + 2)P3(x) bzw. P(x) = (x — 2)(x + 2)P3(x), wobei

P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist,

(x*— x> =5x2— x —6):(x+2)=x3-3x>+x-3

x* + 2x2
—-3x3-5x>— x —6
—3x3 — 6x2
x> — x —6
x? 4+ 2x
~ —3x-6
—3x—6
0

«O0>» «F» «E>»
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Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist
P(x) = (x —2)(x +2) (x> =3x> + x — 3) .

P3(x)

Die Teiler des Absolutgliedes —3 von P3(x) sind: +1, +3.

P3(—3) = —25, P3(3) = 0 also ist x3 = 3 Nullstelle von P5(x).

Also ist P3(x) = (x — 3)Pa(x) bzw. P(x) = (x — 2)(x + 2)(x — 3)P2(x),
wobei P,(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.

(x3—3x2+x-3):(x=3)=x>+1
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Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist
P(x) = (x —2)(x +2) (x® =3x2+x —3) .

P3(x)

Die Teiler des Absolutgliedes —3 von P3(x) sind: +1, +3.

P3(—3) = —25, P3(3) = 0 also ist x3 = 3 Nullstelle von P5(x).

Also ist Ps(x) = (x — 3)Pa(x) baw. P(x) = (x — 2)(x-+ 2)(x — 3)Pa(x),

wobei P,(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.
(x3—3x2+x-3):(x=3)=x>+1

x3 — 3x?2
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Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist
P(x) = (x —2)(x +2) (x® =3x2+x —3) .

P3(x)

Die Teiler des Absolutgliedes —3 von P3(x) sind: +1, +3.

P3(—3) = —25, P3(3) = 0 also ist x3 = 3 Nullstelle von P5(x).

Also ist Ps(x) = (x — 3)Pa(x) baw. P(x) = (x — 2)(x-+ 2)(x — 3)Pa(x),

wobei P,(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.
(x3—3x2+x-3):(x=3)=x>+1

x3 — 3x?2

x—3
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Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist
P(x) = (x —2)(x +2) (x® =3x2+x —3) .

P3(x)

Die Teiler des Absolutgliedes —3 von P3(x) sind: +1, +3.

P3(—3) = —25, P3(3) = 0 also ist x3 = 3 Nullstelle von P5(x).

Also ist Ps(x) = (x — 3)Pa(x) baw. P(x) = (x — 2)(x-+ 2)(x — 3)Pa(x),

wobei P,(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.
(x3—3x2+x-3):(x=3)=x>+1

x3 — 3x?2

x—3
x—3
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Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist
P(x) = (x —2)(x +2) (x® =3x2+x —3) .
P3(x)
Die Teiler des Absolutgliedes —3 von P3(x) sind: +1, +3.
P3(—3) = —25, P3(3) = 0 also ist x3 = 3 Nullstelle von P5(x).
Also ist Ps(x) = (x — 3)Pa(x) baw. P(x) = (x — 2)(x-+ 2)(x — 3)Pa(x),
wobei P,(x) ein Polynom vom Grad 2 ist.

(x3—3x2+x-3):(x=3)=x>+1

x3 —3x?
x—3
x—3
0
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Beispiel 4.16 (fort.)

Also ist
P(x) = (x —2)(x +2)(x — 3) (x2 +1).

P>(x)
Da P,(x) keine reellen Nullstellen besitzt, ist die vollstandige Faktorisierung
von P(x) somit

P(x) = (x = 2)(x +2)(x — 3)(x* +1).

Die reellen Nullstellen sind x; = 2, x, = —2 und x3 = 3. Auch hier kann man
aus dieser Darstellung wieder mit Hilfe einer Vorzeichentabelle ermitteln, fur
welche Werte von x das Polynom P(x) positive bzw. negative Werte
annimmt.
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Beispiel 4.16 (fort.)

—10

Abbildung: P(x) = x*> = 3x* =3x> +9x% —4x +12 = (x — 2)(x + 2)(x — 3)(x* + 1)
(Beispiel 4.16)
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Beispiel 4.17

Sei P(x) = x* — 32x3 + 366x2 — 1760x + 3025 (Polynom vierten Grades mit
ganzzahligen Koeffizienten).

Die Teiler des Absolutgliedes 3025 sind: 41, 45, £11, 425, 455, +121,
+275, £605 und £3025. Diese Werte kann man nun in P(x) einsetzen und
prifen, ob es sich um eine Nullstelle handelt.

P(1) = 1600, P(—1) = 5184, P(5) = 0 also ist x; = 5 Nullstelle von P(x).
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Beispiel 4.17 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 5)Ps(x), wobei P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist.

(x* — 32x® +366x2 — 1760x +3025) : (x —5) = x> — 27x2 + 231x — 605
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Beispiel 4.17 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 5)Ps(x), wobei P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist.

(x* — 32x® +366x2 — 1760x +3025) : (x —5) = x> — 27x2 + 231x — 605

x* — Bx3
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Beispiel 4.17 (fort.)

X4

Also ist P(x) = (x — 5)Ps(x), wobei P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist.
5x3
—27x3 + 366x% — 1760x + 3025

(x* — 32x® +366x2 — 1760x +3025) : (x —5) = x> — 27x2 + 231x — 605

«O>» «F» «
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Beispiel 4.17 (fort.)

X4

Also ist P(x) = (x — 5)Ps(x), wobei P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist.
5x3

—27x3 + 366x% — 1760x + 3025
—27x3 + 135x2

(x* — 32x® +366x2 — 1760x +3025) : (x —5) = x> — 27x2 + 231x — 605

«O>» «F» «
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Beispiel 4.17 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 5)Ps(x), wobei P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist.

(x* — 32x® +366x2 — 1760x +3025) : (x —5) = x> — 27x2 + 231x — 605
x* — bx3
—27x3 + 366x% — 1760x + 3025
—27x3 + 135x2
231x?% — 1760x + 3025
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Beispiel 4.17 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 5)Ps(x), wobei P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist.

(x* — 32x® +366x2 — 1760x +3025) : (x —5) = x> — 27x2 + 231x — 605

x4 — 5x3
—27x3 +366x° — 1760x + 3025
—27x3 + 135x2
231x? — 1760x + 3025
231x? — 1155x

«O0>» «F» «E>»
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Beispiel 4.17 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 5)Ps(x), wobei P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist.

(x* — 32x® +366x2 — 1760x +3025) : (x —5) = x> — 27x2 + 231x — 605
x* — bx3
—27x3 + 366x% — 1760x + 3025
—27x3 + 135x2
231x% — 1760x + 3025
231x2 — 1155x
—605x + 3025
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Beispiel 4.17 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 5)Ps(x), wobei P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist.

(x* — 32x® +366x2 — 1760x +3025) : (x —5) = x> — 27x2 + 231x — 605

x4 — 5x3
—27x3 +366x° — 1760x + 3025
—27x3 + 135x2
231x? — 1760x + 3025
231x? — 1155x
—605x + 3025
—605x + 3025

«O0>» «F» «E>»
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Beispiel 4.17 (fort.)

Also ist P(x) = (x — 5)Ps(x), wobei P3(x) ein Polynom vom Grad 3 ist.

(x* — 32x® +366x2 — 1760x +3025) : (x —5) = x> — 27x2 + 231x — 605

x4 — 5x3
—27x3 +366x° — 1760x + 3025
—27x3 + 135x2
231x? — 1760x + 3025
231x? — 1155x
—605x + 3025
—605x + 3025
0
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Beispiel 4.17 (fort.)

Also ist
P(x) = (x — 5) (x> — 27 x> + 231 x — 605) .
P3(x)
Die Teiler des Absolutgliedes —605 von P3(x) sind:

+1, 45,411, £55, 121, 4605, wobei wir £1 nicht mehr probieren missen.
P3(5) = 0, also ist 5 Nullstelle von P3(x) (doppelte Nullstelle von P(x)).
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Beispiel 4.17 (fort.)

= P3(x) = (x — 5)Pa(x) bzw. P(x) = (x — 5)?Pa(x), wobei Py(x) ein
Polynom vom Grad 2 ist.

(x3— 27x% +231x—605): (x —5) = x> —22x + 121
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Beispiel 4.17 (fort.)
= P3(x) = (x — 5)Pa(x) bzw. P(x) = (x — 5)?Pa(x), wobei Py(x) ein
Polynom vom Grad 2 ist.

(x3— 27x% +231x—605): (x —5) = x> —22x + 121

x3 — 5x?
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Beispiel 4.17 (fort.)

= P3(x) = (x — 5)Pa(x) bzw. P(x) = (x — 5)?Pa(x), wobei Py(x) ein
Polynom vom Grad 2 ist.
(x3— 27x% +231x—605): (x —5) = x> —22x + 121
x3 — bx?

—22x° + 231x — 605
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Beispiel 4.17 (fort.)

= P3(x) = (x — 5)Pa(x) bzw. P(x) = (x — 5)?Pa(x), wobei Py(x) ein
Polynom vom Grad 2 ist.
(x3— 27x% +231x—605): (x —5) = x> —22x + 121
x3 — bx?
—22x° + 231x — 605
—22x? + 110x
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Beispiel 4.17 (fort.)

= P3(x) = (x — 5)Pa(x) bzw. P(x) = (x — 5)?Pa(x), wobei Py(x) ein
Polynom vom Grad 2 ist.
(x3— 27x% +231x—605): (x —5) = x> —22x + 121
x3 — bx?
—22x° + 231x — 605
—22x? + 110x
121x — 605
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Beispiel 4.17 (fort.)

= P3(x) = (x — 5)Pa(x) bzw. P(x) = (x — 5)?Pa(x), wobei Py(x) ein
Polynom vom Grad 2 ist.

(x3— 27x% +231x—605): (x —5) = x> —22x + 121

x3 — 5x?
—22x2% + 231x — 605
—22x% + 110x
121x — 605

121x — 605
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Beispiel 4.17 (fort.)

= P3(x) = (x — 5)Pa(x) bzw. P(x) = (x — 5)?Pa(x), wobei Py(x) ein
Polynom vom Grad 2 ist.

(x3— 27x% +231x—605): (x —5) = x> —22x + 121

x3 — bx?
—22x% + 231x — 605
—22x? + 110x
121x — 605
121x — 605
0
Also ist
P(x) = (x—5)? (x> — 22x + 121) = (x—5)? (x — 11)*>  (binomische Formel).
(x) P2(x)
Pa(x 2(Xx
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Beispiel 4.17 (fort.)
Die vollstandige Faktorisierung von P(x) ist somit

P(x) = (x — 5)*(x — 11)%.
fir alle x € R.

Die doppelten reellen Nullstellen sind x; = 5 und x, = 11. Da Quadrate stets

nichtnegativ sind, kénnen wir aus dieser Darstellung ablesen, dass P(x) > 0

«O>» «F» «
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Beispiel 4.17 (fort.)

P(x)
225

200
175
150
125
100
75
50
25

— T T T T T T T T T T T 1
1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 %

Abbildung: Funktionsgraph des Polynoms
P(x) = x* — 32x + 366 x* — 1760 x + 3025 = (x — 5)?(x — 11)® (Beispiel 4.17)
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Gebrochenrationale Funktionen

Definition 4.18

Seien
P(x) = anx"+ A x4 4+ aix+a

und

Q(x) = by X" + by X714 o by x + b "

Polynome vom Grad n bzw. m, wobei Q(x) nicht das Nullpolynom sein darf.

Dann heiBt
P(x)

f(x)= )

gebrochenrationale Funktion mit dem Definitionsbereich

D =R\ {x: Q(x)=0}.
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Ublicherweise bringt man rationale Funktionen auf eine gekiirzte Form, indem
man die Faktorisierungen von P(x) und Q(x) bestimmt und gemeinsame
Faktoren kiirzt.

Gebrochenrationale
Funktionen

«O>» «F» «

it
v
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Ublicherweise bringt man rationale Funktionen auf eine gekiirzte Form, indem

man die Faktorisierungen von P(x) und Q(x) bestimmt und gemeinsame
Faktoren kiirzt.

Haben P(x) und Q(x) gemeinsame Nullstellen, so kann man zugehorige
Linearfaktoren kiirzen. Verschwindet dadurch diese Nullstelle im Nenner so
spricht man von einer behebbaren Definitionsliicke von f. Im Funktionsgraph e
befindet sich an dieser Stelle eine Liicke, da die Funktion f hier nicht definiert

ist.
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Ublicherweise bringt man rationale Funktionen auf eine gekiirzte Form, indem
man die Faktorisierungen von P(x) und Q(x) bestimmt und gemeinsame
Faktoren kiirzt.

Haben P(x) und Q(x) gemeinsame Nullstellen, so kann man zugehdérige
Linearfaktoren kiirzen. Verschwindet dadurch diese Nullstelle im Nenner so
spricht man von einer behebbaren Definitionsliicke von f. Im Funktionsgraph Fenronen
befindet sich an dieser Stelle eine Liicke, da die Funktion f hier nicht definiert
ist.

Liegt die rationale Funktion f(x) = P(x)/(x) in gekiirzter Form vor, dann sind
die Nullstellen von P(x) die Nullstellen von f und die Nullstellen von Q(x) die
Polstellen von f. An diesen nicht-behebbaren Definitionsliicken hat der Graph
der Funktion eine senkrechte Asymptote (f strebt gegen +oo oder —00).
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Beispiel 4.19

Die rationale Funktion

Gebrochenrationale
Funktionen
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Beispiel 4.19

Die rationale Funktion

x}=3x-2  (x+1)*(x—2)

f(X):Xs_X2—x+1 C(x+1)(x—1)?
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Beispiel 4.19

Die rationale Funktion

x3—3x— X 2(x —
F(x) = 3 2 (x+1)*(x—-2)

x3—x2—x+1 (x+1)(x—1)2

hat den Definitionsbereich Df = R\{—1,1}.

«O0>» «F» «E>»
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Beispiel 4.19

Die rationale Funktion

x}=3x-2  (x+1)*(x—2)
x3—x2—x+1 (x+1)(x—1)2

f(x)=

Funktionen

hat den Definitionsbereich Df = R\{—1,1}. Kiirzen liefert
 (x+D(x—-2)
g(X) - (X _ 1)2

mit dem Definitionsbereich D, = R\{1}. g(x) besitzt Nullstellen fiir x = —1
und x = 2 und eine Polstelle fir x = 1.
Fiur x € Dr gilt f(x) = g(x).
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Gebrochenrationale
Funktionen

-8
—10 -

Abbildung: f(x) = 2C=3*=2_ (Beispiel 4.19)

x3—x2—x+1
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Satz 4.20

Ist der Grad n des Zihlerpolynoms gréBer oder gleich dem Grad m des
Nennerpolynoms, so lasst sich f(x) schreiben als

R(x)
Q(x)’

wobei N(x) ein Polynom vom Grad n — m und R(x) ein Polynom vom
Héchstgrad m — 1 bezeichnet. Die Polynome N(x) und R(x) erhalt man
durch Polynomdivision.

Fir groBe Werte von |x| ist f(x) &~ N(x); N(x) heiBt Asymptote.

f(x) = N(x) +
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Beispiel 4.21

Wir betrachten die rationale Funktion

3 0x 43
() = S X_+2 mit Dy = R\ {~1,2}.

ationale
Funktionen
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Beispiel 4.21

Wir betrachten die rationale Funktion

x3—-2x+3

Fx) = X2 —x—2

mit Df = R\ {—1,2}.

Polynomdivision (mit Rest) liefert

(x3 — 2% + 3) (X2 —x—-2)=x+ 14 F3

x2—x—2
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Beispiel 4.21

Wir betrachten die rationale Funktion

x3—-2x+3 .

f(x) = 5 Mt Df =R\ {-1,2}.
Polynomdivision (mit Rest) liefert
(x3 - 2x + 3)
- x?2 - 2

s (x?

X" — X —

2)=x+1+

x+5

x2—x—2

«O>» «F» «
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Beispiel 4.21

Wir betrachten die rationale Funktion

x3—2x+3
F(x) =

(x) x2—x—2
Polynomdivision (mit Rest) liefert
(x°

mit Df =R\ {-1,2}.
- 2x + 3)
— X2 2x

2

s (x?

X" — X —

2)=x+1+
+ 3

x+5

x2—x—2

«O>» «F» «

W
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Beispiel 4.21

Wir betrachten die rationale Funktion

x3—2x+3
F(x) =

(x) x2—x—2
Polynomdivision (mit Rest) liefert
(x°

mit Df =R\ {-1,2}.
— 2% + 3) (X2 —x—-2)=x+ 14 F3
x3 - x2 — 2x
x? 4+ 3
x2 - x = 2

x2—x—2

«O>» «F» «
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Beispiel 4.21

Wir betrachten die rationale Funktion

3
f(x) = sz__zxxj; mit D = R\ {~1,2}.
Polynomdivision (mit Rest) liefert
(x3 - 2x + 3)
- x? 2x
32
X

s (x?

X" — X —

2)=x+1+
+

x+5

Gl NN W

x2—x—2

«O>» «F» «

W
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Beispiel 4.21

Wir betrachten die rationale Funktion

x3—-2x+3

Fx) = X2 —x—2

mit Df = R\ {—1,2}.

Polynomdivision (mit Rest) liefert

(x3 — 2x 4+ 3) ((X®—x—-2)=x+1+ F
x3 - x2 — 2x
x? 4+ 3
x2 — - 2
+ 5
d. h. 45
X
Fx) = x+14 21>
(x) =x+ +x2—x—2
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Beispiel 4.21

Wir betrachten die rationale Funktion

x3—-2x+3

Fx) = X2 —x—2

mit Df = R\ {—1,2}.

Polynomdivision (mit Rest) liefert

(x3 — 2x 4+ 3) ((X®—x—-2)=x+1+ F
x3 - x2 — 2x
x? + 3
x? - - 2
+ 5
d. h. 45
X
Fx) = x+14 21>
() =+ +x2—x—2

N(x) = x + 1 ist Asymptote von f(x). o m = w,‘



Beispiel 4.21 (fort.)

Funktionen

Abbildung: Rationale Funktion f(x) = x + 1+ 2> und ihre Asymptote N(x) = x + 1

x2—x—2

(Beispiel 421) «O>» «Fr <
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Beispiel 4.21 (fort.)

Funktionen

N 1

Abbildung: Rationale Funktion f(x) = x + 1+ 2> und ihre Asymptote N(x) = x + 1

x2—x—2

(Beispiel 421) «O>» «Fr <
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Trigonometrische Funktionen

Definition 4.22

Eine Funktion f : R — R heiBt periodisch, falls fiir eine feste reelle Zahl T

gilt, dass
fix+T)=f(x) VxeR

T heiBt dann Periodenlange der Funktion f.
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Trigonometrische Funktionen

Definition 4.22

Eine Funktion f : R — R heiBt periodisch, falls fiir eine feste reelle Zahl T

gilt, dass
fix+T)=Ff(x) VxeR

T heiBt dann Periodenlange der Funktion f.

Bemerkung 4.23

Bei den trigonometrischen Funktionen ist die Periodizitdt darin begriindet,
dass man zu einem Winkel beliebige, ganzzahlige Vielfache von 27 (360°)
addieren kann und geometrisch wieder den selben Winkel erhalt.
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Eigenschaften trigonometrischer Funktionen

f(x) =sinx

D=R

W =[-1,1]

Periodenlange: 2

Nullstellen:
xx=km, kel

Symmetrie: ungerade
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Eigenschaften trigonometrischer Funktionen

f(x) =sinx

D=R

W =[-1,1]

Periodenlange: 2

Nullstellen:
xx=km, kel

Symmetrie: ungerade

f(x) = cosx

D=R
W =[-1,1]
Periodenlange: 2
Nullstellen:

X = %-l—kﬂ', keZ
Symmetrie: gerade
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Eigenschaften trigonometrischer Funktionen

f(x) =sinx

D=R

W =[-1,1]

Periodenlange: 27

Nullstellen:
xx=km, kel

Symmetrie: ungerade

S

=R
W =[-1,1]
Periodenlange: 2
Nullstellen:

X = %-l—kﬂ', keZ
Symmetrie: gerade

f(x) =tanx

D = R\{%+kr : keZ}

W=R
Periodenlange: m
Nullstellen:

xx =km, kel
Symmetrie: ungerade

«O0>» «F» «E>»
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Abbildung: Graphen der trigonometrischen Funktionen Sinus (e), Kosinus (e), Tangens

() und Kotangens (o)
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Abbildung: Graphen der trigonometrischen Funktionen Sinus (e), Kosinus (e), Tangens

() und Kotangens (o)
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Abbildung: Graphen der trigonometrischen Funktionen Sinus (e), Kosinus (e), Tangens

() und Kotangens (o)
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Abbildung: Graphen der trigonometrischen Funktionen Sinus (e), Kosinus (e), Tangens
() und Kotangens (o)
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Exponentialfunktion

Definition 4.24

Dabei heiBt a Basis und x Exponent.

Sei a > 0. Die Funktion f(x) = a* mit Df = R heiBt Exponentialfunktion.
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Exponentialfunktion

Definition 4.24

Sei a > 0. Die Funktion f(x) = a* mit Df = R heiBt Exponentialfunktion.
Dabei heiBt a Basis und x Exponent.

Bemerkung 4.25

Eine besondere Rolle spielt die Basis e ~ 2, 71828182846, die Eulersche Zahl.
e ist eine irrationale Zahl, kann also weder als Bruch noch als Dezimalbruch
exakt dargestellt werden. Die zugehdrige Exponentialfunktion nennt man auch
die e-Funktion.
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Eigenschaften der Exponentialfunktionen

fix)=a (0<a<1l)

D=R

W =R,

keine Nullstellen
streng monoton fallend
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Eigenschaften der Exponentialfunktionen

fix)=a (0<a<1l)

D=R

W =R,

keine Nullstellen
streng monoton fallend

keine Nullstellen
streng monoton steigend
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Abbildung: Exponentialfunktionen
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Bemerkung 4.26

Der Graph der Funktion g(x) = (%)
Graphen von f(x) = a* an der y-Achse.

a—* ist die Spiegelung der des
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1 f(x)

Abbildung: Exponentialfunktionen
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Exponential- und
Logarithmusfunktionen
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Logarithmusfunktion

Definition 4.27

Basis a.

Sei a € R4 \ {1}. Die Funktion f(x) = log, x heiBt Logrithmusfunktion zur
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Logarithmusfunktion

Definition 4.27

Sei a € R4 \ {1}. Die Funktion f(x) = log, x heiBt Logrithmusfunktion zur
Basis a.

Die Logarithmusfunktion f(x) = log, x ist die Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion g(x) = a*.
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Eigenschaften der Logarithmusfunktionen

f(x)=log,x (0<a<1)

D=R;

W=R

Nullstelle xg = 1
streng monoton fallend
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Eigenschaften der Logarithmusfunktionen

f(x)=log,x (0<a<1) f(x)=log,x (a>1)
]D - ]R,+ ]D - R+

W=R W=R

Nullstelle xg = 1 Nullstelle xp =1

streng monoton fallend streng monoton steigend
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Abbildung:

Logarithmusfunktionen fiir die Basen:

L1
10’

1

e 2

3,2, eund 10

> «F > <

W

Exponential- und

Logarithmusfunktionen
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Winkelhalbierenden y = x (graue Linie).

Abbildung: Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion zur selben Basis sind
Umkehrfunktionen voneinander, ihre Graphen sind daher Spiegelungen an der
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Ubersicht Funktionsgraphen 1

4

3

a

1

I‘I‘I‘I“I‘I‘I‘IX
-4 -3 -2 -1 | 1 2 3 4

(a) konstante Funktionen

Abbildung: Graphen einiger haufig auftretender Funktionentypen
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Ubersicht Funktionsgraphen 1

Y y

4 - 4

3 3

5 5

1 1
|\|\|\|\7\|\|\|\|X T T 717 L
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 4 -3 —2 — 1 3 4

- 7 T Ubersicht

—2 m

—3 L3

—4 —4

(a) konstante Funktionen (b) lineare Funktionen

Abbildung: Graphen einiger haufig auftretender Funktionentypen
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Ubersicht Funktionsgraphen 2

LI I B L
1 2 3 4

(a) Monome

Abbildung: Graphen einiger haufig auftretender Funktionentypen
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Ubersicht Funktionsgraphen

y
\(/\
I L B 7 L B BN L T
4 3 2 A | 1 2 3 4 1
—4
(a) Monome

olynome

Abbildung: Graphen einiger haufig auftretender Funktionentypen
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Ubersicht Funktionsgraphen 3

T T T
1 1 1 X

(a) gebrochen-rationale Funktionen

Abbildung: Graphen einiger haufig auftretender Funktionentypen
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Ubersicht Funktionsgraphen 3

y
4 —
3 —
2 —
1 —
S B T T Ty ”
1 A o2 3 4
(a) gebrochen-rationale Funktionen (b) Trigonometrische Funktionen

Abbildung: Graphen einiger haufig auftretender Funktionentypen
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Ubersicht Funktionsgraphen 4

Now A
T I I |
<

—

\|\|\|\|\I\I‘|X
2 3 5 6

7 8

(a) Logarithmen

Abbildung: Graphen einiger haufig auftretender Funktionentypen
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Ubersicht Funktionsgraphen 4

Now A
T I I |

—

T Ty
2 3 5 6 7 8

(a) Logarithmen

FF/.IK....X

—4 -3 -2 -1 | 1 2 3 4

(b) Exponentionalfunktionen

Abbildung: Graphen einiger haufig auftretender Funktionentypen
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5. Folgen und Reihen
FOIgen

Reihen

«Or T«

it
v
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Folgen

Definition 5.1

Eine Funktion f : INg — R, die jeder natiirlichen Zahl n € INy (oder n € IN)
eine reelle Zahl a, = f(n) € R zuordnet, heiBt reelle Zahlenfolge.
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Folgen

Definition 5.1

Eine Funktion f : INg — R, die jeder natiirlichen Zahl n € INy (oder n € IN)
eine reelle Zahl a, = f(n) € R zuordnet, heiBt reelle Zahlenfolge.

Schreibweise: (a,)nen, = (a0, a1, 82, - -, an, ... ), kurz (a,), oder {a,}nen,-
a, heiBt n-tes Folgenglied, n heiBt Index.
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Folgen

Definition 5.1

Eine Funktion f : INg — R, die jeder natiirlichen Zahl n € INy (oder n € IN)
eine reelle Zahl a, = f(n) € R zuordnet, heiBt reelle Zahlenfolge.
Schreibweise: (a,)nen, = (a0, a1, 82, - -, an, ... ), kurz (a,), oder {a,}nen,-
a, heiBt n-tes Folgenglied, n heiBt Index.

Statt durch die Angabe der Funktionsvorschrift (Bildungsgesetz) kann man
Folgen auch durch das Auflisten der Folgenglieder (Funktionswerte) oder
durch eine Rekursion (d. h., eine Bezugnahme auf vorhergehende
Folgenglieder) angeben.
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Beispiel 5.2

Folgen

«Or T«

it
v
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Beispiel 5.2

> (an)nen = (n2> - (1,4,9, 16,25,...)

neN




Beispiel 5.2

> (an)nen = (n2>ne]N - (1,4,9, 16,25, . )

en= (041,




Beispiel 5.2

> (an)nen = (n2>ne]N - (1,4,9, 16,25, . )

en= (041,

» 30=1 a =1, und a,;» =a,1+ a, Fibonacci-Folge

BERGISCHE
UNIVERSITAT
«O0>» «F» «E>» WUPPERTAL



Beispiel 5.2

> (an)nen = (n2>ne]N - (1,4,9, 16,25, . )

en= (041,

» 30=1 a =1, und a,;» =a,1+ a, Fibonacci-Folge

1111 1 1
bnn — 17_7_7_7_7_"" =~ \5n
> (bn)nemo ( 2°4'8 16 32 ) <2”>nemo
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Beispiel 5.2

> (an)nen = (n2>ne]N - (1,4,9, 16,25, . )

en= (041,

» 30=1 a =1, und a,;» =a,1+ a, Fibonacci-Folge

1111 1 1
bnn — 17_7_7_7_7_"" =~ \5n
> (bn)nemo ( 2°4'8 16 32 ) <2”>nemo

Bei der Folge (b,) erkennt man, dass die Folgenglieder fiir wachsendes n
gegen Null tendieren, d. h.

lim b, = lim — =0.
n—o00 n—o0 2N
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Definition 5.3

Gegeben sei eine unendliche Folge (a,). Nahert sich a, fir wachsendes n

genau einer Zahl G immer mehr an, so heit G der Grenzwert der Folge.
Man schreibt dann

lim a, =G
n—o0

und sagt, die Folge (a,) ist konvergent bzw. sie konvergiert gegen G.
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Definition 5.3

Gegeben sei eine unendliche Folge (a,). Nahert sich a, fir wachsendes n
genau einer Zahl G immer mehr an, so heit G der Grenzwert der Folge.
Man schreibt dann

lim a, =G

n—o00
und sagt, die Folge (a,) ist konvergent bzw. sie konvergiert gegen G.
Formal:

Ve>03dnp e Ny : |a,— G| <e Vn>ng.
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Definition 5.3

Gegeben sei eine unendliche Folge (a,). Nahert sich a, fir wachsendes n
genau einer Zahl G immer mehr an, so heit G der Grenzwert der Folge.
Man schreibt dann

lim a, =G
n—o0

und sagt, die Folge (a,) ist konvergent bzw. sie konvergiert gegen G.
Formal:

Ve>03dnp e Ny : |a,— G| <e Vn>ng.

Hat die Folge keinen (endlichen) Grenzwert, so heiBt sie divergent.
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Beispiel 5.4

Wir betrachten wieder die Folge (b,)nen, aus Beispiel 5.2.

1111 1 1
bnn = 17_7_7_7_7_"" ~\5n '
(bn)nen ( 2'4°8°16° 32 ) <2”>nelNo
Dann ist
lim b, = lim — =0
N—00 n—o0 N
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Beispiel 5.4

Wir betrachten wieder die Folge (b,)nen, aus Beispiel 5.2.
1111 1 1
bnn = 17_7_7_7_7_7"' =\ 5, .
(Bn)nero ( 2747816 32 ) <2n>n€]No

lim b, = lim — =0
n—o0 n—oo 2N

Dann ist

denn

1 1
b, — 0| <e < o <& 2”>g < n> —logy(e).
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Beispiel 5.4

Wir betrachten wieder die Folge (b,)nen, aus Beispiel 5.2.

1111 1 1
bn)n = 17_7_7_7_7_"" ~— \9n ’
(bn)nen ( 2'4°8°16° 32 ) <2”>nelNo
Dann ist
nIme bn - nleOO ? =0
denn

1 1
b, — 0| <e < o <& 2”>g < n> —logy(e).

Damit existiert fiir jedes noch so kleine € > 0 ein ng € INg, namlich z. B.
ng = [—log,()], so dass |a, — 0| < & ¥n > ng. Formal:

1
Ve > 03dng € Ny : ‘§‘<5 ¥n> ng.
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Beispiel 5.5 (Divergente Folgen)

Folgen
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Beispiel 5.5 (Divergente Folgen)

> ((—1)”>n€]NO = (—1—1,—1,-1—1, -1,.. ) ist divergent.




Beispiel 5.5 (Divergente Folgen)

> ((—1)”>n€]NO = (—1—1,—1,-1—1, -1,.. ) ist divergent.

> (2 ),,e]N = (274787 16,32, .. ) ist divergent
Die Folgenglieder wachsen iiber jede Schranke.

In einem solchen Fall schreibt man: lim 2”7 = oo
n—oo
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Beispiel 5.5 (Divergente Folgen)

> ((—1)") = (—1—1,—1,-1—1,—1,...) ist divergent.

nelNg -

> (2 ),,e]N = (274787 16,32, .. ) ist divergent
Die Folgenglieder wachsen iiber jede Schranke.

In einem solchen Fall schreibt man: lim 2" = o
n—oo

) (1 a4 e 1e o
> (_n>ne]N_( 1,—4,-9, 16, 25,...) ist divergent
Die Folgenglieder fallen unter jede beliebige Schranke.

In einem solchen Fall schreibt man: lim —n? = —oco
n—o00

BERGISCHE
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Satz 5.6 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Seien (a,) und (by) konvergente Folgen mit den Grenzwerten lim a, = G,
n—o0

und Ii_}m b, = Gp und c € R eine Konstante, dann gilt:
n oo

Jim (c-2) =

c- lima,=c-G,
n—>oon a

«O>» «F» «
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Satz 5.6 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Seien (a,) und (by) konvergente Folgen mit den Grenzwerten lim a, = G,
n—o0

und Ii_}m b, = Gp und c € R eine Konstante, dann gilt:
n oo

Jim (c-2) =

c- lima,=c-G,
n—>oon a

lim (a, + b,) = lim a,+ lim b, = G,+ Gp
n—oo n—oo n—oo

«O>» «F» «
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Satz 5.6 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)
Seien (ap) und (b,) konvergente Folgen mit den Grenzwerten nIme a, = G,
und nI|_>rrgO b, = Gp und c € R eine Konstante, dann gilt:

Jim (c-2) =

c~nI|_>mooa,,= c- G,
lim (a, + b,) = lim a,+ lim b, = G,+ Gp
n—oo n—oo n—oo

lim (a, — by) = lim a, — lim b, = G, — Gp
n—o0 n—o0 n—o0

«O>» «F» «
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Satz 5.6 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Seien (a,) und (by) konvergente Folgen mit den Grenzwerten lim a, = G,
n—o0

und Ii_}m b, = Gp und c € R eine Konstante, dann gilt:
n oo

Jim (c-2) =

c- lima,=c-G
n—o0 n a
lim (a, + b,) = lim a,+ lim b, = G,+ Gp
n—oo n—oo n—oo
lim (a, — by) = lim a, — lim b, = G, — Gp
n—oo n—oo n—oo

lim (a,- by) = lim a,- lim b, = G, Gp
n—oo n—oo n—oo

«O>» «F» «
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Satz 5.6 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)
Seien (ap) und (b,) konvergente Folgen mit den Grenzwerten nIme a, = G,
und nIi_}m b, = Gp und c € R eine Konstante, dann gilt:

Jim (c-2) =

c- lima,=c-G,

n—o0 n a
lim (a b,) = lim a lim b, = G, G
n—>oo( nt n) n—o00 n+n—>oo n at Gb
lim (a, — b,) = lim a, — lim b, = G, — G,
n—>oo( n ") n—oo " pmoo ! a b

lim (a, - b,) = lim a,- lim b, = G, - G
n—>oo( n ") n—oo " nooco 7 a b

lim a
. an n—o00 n a
lim — =
n—oo b,

) falls G, # 0
n—o00

«O>» «F» «
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Folgen
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Definition 5.7
folgender Folgenglieder konstant ist, d. h. wenn gilt:

Eine Folge (ap) heiBt arithmetisch, wenn die Differenz zweier aufeinander

an+1 = ap+d mit einer konstanten Zahl d € R

«O>» «F» «
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Definition 5.7

Eine Folge (ap) heiBt arithmetisch, wenn die Differenz zweier aufeinander
folgender Folgenglieder konstant ist, d. h. wenn gilt:

an+1 = ap+d mit einer konstanten Zahl d € R
sich um dieselbe additive Konstante.

— Aufeinander folgende Glieder einer arithmetischen Folge unterscheiden

«O>» «F» «
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Beispiel 5.8 (Lineare Abschreibung)

Eine Maschine wird fiir €25000 angeschafft. Es wird angenommen, dass der
Wertverlust jahrlich 10% des Anschaffungswerts betragt. Der Restwert
reduziert sich also um jahrlich €2500.

«O>» «F»r 4



Beispiel 5.8 (Lineare Abschreibung)

Eine Maschine wird fiir €25000 angeschafft. Es wird angenommen, dass der
Wertverlust jahrlich 10% des Anschaffungswerts betragt. Der Restwert
reduziert sich also um jahrlich €2500.

Bezeichnen wir den Restwert nach n Jahren mit R,, so erhalten wir:

Ro = 25000, R; =22500, R, =20000, Rz = 17500, R, = 15000, Rs = 12500,
Rs = 10000, R; =7500, Rg=5000, Ry =2500, Ry p=0

Dies ist eine endliche(!) arithmetische Folge (R,), mit

Roi1 = Ry — 2500, n=0,...,9



Definition 5.9

dn+1

Eine Folge (an) heiBt geometrisch, wenn der Quotient zweier aufeinander
folgender Folgenglieder konstant ist, d. h. wenn gilt:
an

=g mit einer konstanten Zahl g € R
<~ dnt1 =an-q

«O>» «F» «
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Definition 5.9

dn+1

an

Eine Folge (an) heiBt geometrisch, wenn der Quotient zweier aufeinander
folgender Folgenglieder konstant ist, d. h. wenn gilt:

< dpt+1 = ap

=g mit einer konstanten Zahl g € R
q

sich um dieselbe multiplikative Konstante.

— Aufeinander folgende Glieder einer geometrischen Folge unterscheiden
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Beispiel 5.10

Die Zinseszins-Formel

definiert eine geometrische Folge (K,)ncny, mit

_ P
Kni1 = K, (1 + 100).
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UNIVERSITAT
«O0>» «F» «E>» WUPPERTAL



Konvergenz geometrischer Folgen

Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer
geometrischen Folge ablesen:

_ _ 2 _ 3
40, a1 =a4do"¢q, a2 =ado q, a3 =4do- g,
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?

«O>» «F» «
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Konvergenz geometrischer Folgen

Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer
geometrischen Folge ablesen:

_ _ 2 _ 3
a0, a =4 (g, a2 =ado q, a =ado-q,
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?
(0.1M
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Konvergenz geometrischer Folgen

Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer
geometrischen Folge ablesen:

_ _ 2 _ 3
40, a1 =a4do"¢q, a2 =ado q, a3 =4do- g,
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?

(0.1") = (1,0.1,0.01,0.001, 0.0001, 0.00001,
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Konvergenz geometrischer Folgen

Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer
geometrischen Folge ablesen:

_ _ 2 _ 3
40, a1 =a4do"¢q, a2 =ado q, a3 =4do- g,
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?

(0.1") = (1,0.1,0.01,0.001,0.0001, 0.00001, .. .)
(0.9")
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Konvergenz geometrischer Folgen

Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer
geometrischen Folge ablesen:

_ _ 2 _ 3
40, a1 =a4do"¢q, a2 =ado q, a3 =4do- g,
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?

(0.1") = (1,0.1,0.01,0.001, 0.0001, 0.00001,

)
(0.9") = (1,0.9,0.81,0.729,0.6251,0.59049, . . ., 0.9%° = 0.071789, .. .)
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Konvergenz geometrischer Folgen

Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer
geometrischen Folge ablesen:

_ _ 2 _ 3
a0, a =4 (g, a2 =ado q, a =ado-q,
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?

(0.1") = (1,0.1,0.01,0.001,0.0001, 0.00001, .. .)

(0.9") = (1,0.9,0.81,0.729,0.6251,0.59049, . . ., 0.9%° = 0.071789, .. .)
(1.1
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Konvergenz geometrischer Folgen

Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer
geometrischen Folge ablesen:

_ _ 2 _ 3
40, a1 =a4do"¢q, a2 =ado q, a3 =4do- g,
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?

(0.1") = (1,0.1,0.01,0.001, 0.0001, 0.00001,

)
(0.9") = (1,0.9,0.81,0.729,0.6251,0.59049, . . ., 0.9%° = 0.071789, .. .)
(1.1") = (1,1.1,1.21,1.331,1.4641, 1.61051, .

..,1.1%° =10.8347,.. )
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Konvergenz geometrischer Folgen

Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer
geometrischen Folge ablesen:

_ _ 2 _ 3
40, a1 =a4do"¢q, a2 =ado q, a3 =4do- g,
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?

(0.1") = (1,0.1,0.01,0.001,0.0001, 0.00001, .. .)

((=0.1)")

(0.9") = (1,0.9,0.81,0.729,0.6251,0.59049, . . ., 0.9%° = 0.071789, .. .)
(1.1") = (1,1.1,1.21,1.331,1.4641,1.61051, ..., 1.1%° = 10.8347,.. )
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Konvergenz geometrischer Folgen

Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer
geometrischen Folge ablesen:

_ _ 2 _ 3
a0, a =4 (g, a2 =ado q, a =ado-q,
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?

(0.1") = (1,0.1,0.01,0.001,0.0001, 0.00001, .. .)

(0.9") = (1,0.9,0.81,0.729,0.6251,0.59049, . . ., 0.9%° = 0.071789, .. .)

(1.1") = (1,1.1,1.21,1.331, 1.4641,1.61051, . .., 1.1%° = 10.8347,...)
((-0.1)") = (1,-0.1,0.01, —0.001, 0.0001, —0.00001, . . .)
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Konvergenz geometrischer Folgen

Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer
geometrischen Folge ablesen:

2 3
40, a =4 (g, a2 =ado q, a=4d-q, ...
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?

(0.1") = (1,0.1,0.01,0.001, 0.0001,0.00001, .. .)
(0.9") = (1,0.9,0.81,0.729,0.6251,0.59049, . . ., 0.9%° = 0.071789, .. .)

(1.1") = (1,1.1,1.21,1.331, 1.4641,1.61051, . .., 1.1%° = 10.8347,...)
((-0.1)") = (1,-0.1,0.01, —0.001, 0.0001, —0.00001, . . .)
((=0.9)")
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Konvergenz geometrischer Folgen

Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer
geometrischen Folge ablesen:

2 3
40, a =4 (g, a2 =ado q, a=4d-q, ...
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?

(0.1") = (1,0.1,0.01,0.001, 0.0001,0.00001, .. .)
(0.9") = (1,0.9,0.81,0.729,0.6251,0.59049, . . ., 0.9%° = 0.071789, .. .)

(1.1") = (1,1.1,1.21,1.331,1.4641,1.61051,.. ., 1.1% = 10.8347,.. )
((-0.1)") = (1,-0.1,0.01, —0.001, 0.0001, —0.00001, . . .)
((—=0.9)") = (1,-0.9,0.81, —0.729, 0.6251, —0.59049, . . .)
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Konvergenz geometrischer Folgen

Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer
geometrischen Folge ablesen:

2 3
40, a =4 (g, a2 =ado q, a=4d-q, ...
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?

(0.1") = (1,0.1,0.01,0.001, 0.0001,0.00001, .. .)
(0.9") = (1,0.9,0.81,0.729,0.6251,0.59049, . . ., 0.9%° = 0.071789, .. .)

(1.1") = (1,1.1,1.21,1.331,1.4641,1.61051,.. ., 1.1% = 10.8347,.. )
((-0.1)") = (1,-0.1,0.01, —0.001, 0.0001, —0.00001, . . .)
((—=0.9)") = (1,-0.9,0.81, —0.729, 0.6251, —0.59049, . . .)
((-1.1)")

BERGISCHE
UNIVERSITAT
WUPPERTAL

«O>» «F» «

it
v



Konvergenz geometrischer Folgen

Aus der Definition kann man direkt den folgenden Aufbau einer
geometrischen Folge ablesen:

2 3
40, a =4 (g, a2 =ado q, a=4d-q, ...
Fiir welche Werte von g konvergiert die Folge?

(0.1") = (1,0.1,0.01,0.001, 0.0001,0.00001, .. .)
(0.9") = (1,0.9,0.81,0.729,0.6251,0.59049, . . ., 0.9%° = 0.071789, .. .)
(1.1") = (1,1.1,1.21,1.331,1.4641,1.61051, ..., 1.1%° = 10.8347,.. )
((-0.1)") = (1,-0.1,0.01, —0.001, 0.0001, —0.00001, . ..
((—0.9)") = (1,—0.9,0.81, —0.729, 0.6251, —0.59049, . . .)
((-1.1)") = (1,-1.1,1.21,-1.331,1.4641, —1.61051, .. )
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Satz 5.11
Es gilt:

lim g" =
n—)ooq

0, falls —1<qg<1
1, fallsg=1

Die Folge (q”) ist divergent, falls q ¢ (—1,1].

«O0>» «F» «E>»
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Reihen

Summiert man die (ersten n) Folgenglieder einer Folge auf so erhalt man eine
sog. (endliche oder) unendliche Reihe.

Definition 5.12

Summiert man die ersten n Folgenglieder einer geometrischen Folge (q")ne,.
so erhalt man

n—1
So=1l+qg+¢+...+¢" =) ¢.
j=0

Sy heiBt geometrische Summe oder auch Partialsumme der geometrischen
Reihe.

BERGISCHE
UNIVERSITAT
WUPPERTAL

«O>» «F» «

it
v



Beispiel 5.13 (nochmal die Schachlegende)

In Beispiel 1.55 ist die Legende nacherzahlt, dass der Erfinder des
Schachspiels sich ein Schachbrett voller Reiskorner gewiinscht hat. Auf jedem
Feld doppelt so viele Reiskorner wie auf dem Feld zuvor. Die Gesamtzahl der
Reiskorner auszurechnen ist zwar ganz einfach aber ziemlich aufwandig (wenn
auch nicht unméglich).

63
2:20-1-21+22+23+24+25+...+263
i=0

= 18.446.744.073.709.551.615

Es gibt aber eine viel schnellere Methode eine geometrische Summe zu
berechnen.

«O>» «F» «

Reihen

BERGISCHE
UNIVERSITAT
WUPPERTAL



Formel fiir geometrische Summen

qg=1

n—1

D V=1+1+14...+1=n
Jj=0

n-mal

«O>» «F» « E»



Formel fiir geometrische Summen

g=1 q71

n—1

. So=14+qg+q¢*>+...+ g"!
D V=1+1+14...+1=n
j=0

n-mal

«O>» «F» « E»



Formel fiir geometrische Summen

g=1 q71

nz_llf 1+1414...+1 Sn=ltata ..+ qn

= =n

=0 | qG-Sn= q+@+...+q¢ " +q"
n-ma

«O>» «F» « E»



Formel fiir geometrische Summen

g=1 q71
n—l' Sn:1+q+q2++qn71
V=14+14+1+...+1=n
jz% R +| q-So=  q+¢+...+q¢"+4q"

(l_q)'sn: ]-_qn

«O>» «F» « E»



Formel fiir geometrische Summen

qg=1

n—1

q7#1
D V=1+1+14...+1=n
Jj=0

n-mal

n —

1+g+¢*+...+ ¢!
q-Sn=

3

g+ ¢>+...+q"1+¢q"
(l_q)'sn: ]-_qn

Da g # 1 ist, gilt: S, =

1—q"
1-q

o» «F »



Insgesamt erhalten wir die Formel fiir (endliche) geometrische Summen:

rilqi— 11%‘2", firg #1
j=0 n,

firg=1

Reihen

«O>» «F» «
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Beispiel 5.14 (nochmal die Schachlegende)

63 _264_1

i=0

2—-1
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Beispiel 5.14 (nochmal die Schachlegende)

63 _264_1

i=0 2-1

= 18.446.744.073.709.551.615
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Beispiel 5.15

Desiré Mustermann mochte fiir die Zukunft vorsorgen und (iberlegt sich
folgendes Modell: Uber einen Zeitraum von 20 Jahren will sie jeweils zu
Jahresbeginn 1000 € anlegen, die zum Jahresende mit 3% verzinst werden.
Die Zinsen werden dem Kapital zugeschlagen. Wie viel hat sie nach 20 Jahren

gespart?



Beispiel 5.15

Desiré Mustermann mochte fiir die Zukunft vorsorgen und (iberlegt sich
folgendes Modell: Uber einen Zeitraum von 20 Jahren will sie jeweils zu
Jahresbeginn 1000 € anlegen, die zum Jahresende mit 3% verzinst werden.
Die Zinsen werden dem Kapital zugeschlagen. Wie viel hat sie nach 20 Jahren

gespart?

1000(1 + 0.03)%° 4+ 1000(1 + 0.03)*® + 1000(1 + 0.03)*8 + ... 1000(1 + 0.03) =
— 1000 (1.03 +1.032+...+1.03" + 1.0320) =



Beispiel 5.15

Desiré Mustermann mochte fiir die Zukunft vorsorgen und (iberlegt sich
folgendes Modell: Uber einen Zeitraum von 20 Jahren will sie jeweils zu
Jahresbeginn 1000 € anlegen, die zum Jahresende mit 3% verzinst werden.
Die Zinsen werden dem Kapital zugeschlagen. Wie viel hat sie nach 20 Jahren

gespart?

1000(1 + 0.03)%° 4+ 1000(1 + 0.03)*® + 1000(1 + 0.03)*8 + ... 1000(1 + 0.03) =
— 1000 (1.03 +1.032+...+1.03" + 1.0320) =

= 1000 - 1.03/ =1000-1.03 - 1.03 =1030- —————— =~ 27676.49



Unendliche geometrische Reihen

In manchen Zusammenhangen will man nicht nur den Wert einer

geometrischen Summe bis zu einem bestimmten Index n berechnen, sondern
die Summation beliebig lange fortsetzen.

Das ist dquivalent zur Frage, unter welchen Voraussetzungen der Grenzwert
n—1
. _ . i _ 2
nIl_)mOOS,,—nILmOOz%qJ =14qg+qg°+...
J:

existiert und welchen Wert er gegebenenfalls hat.
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Satz 5.16

n—1
Es sei (S,,) = (Z qf> eine geometrische Reihe. Dann gilt:
n€No J=0 "/ nem,
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Satz 5.16

n—o0

n—o0

lim S, = lim n= oo,

n—1
Es sei (S,,) =3 ¢ eine geometrische Reihe. Dann gilt:
No J=0 "/ nem,
fir g=1:

d. h. (Sy) ist divergent.
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Satz 5.16

n—o0

n—o0

lim S, = lim n= oo,

n—1
Es sei (S,,) = (Z qJ> eine geometrische Reihe. Dann gilt:
No J=0 "/ nem,
fir g=1:
fir |g] < 1:

d. h. (Sy) ist divergent.

. . 1—4g" 1
lim S, = lim = ,
n—o0 n—oo 1 —¢q 1— q
d. h. (S,) ist konvergent mit dem Grenzwert 11

q
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Satz 5.16

n—o0

n—o0

lim S, = lim n= oo,

n—1
Es sei (S,,) = (Z qJ> eine geometrische Reihe. Dann gilt:
No J=0 "/ nem,
fir g=1:
fir |g] < 1:

d. h. (Sy) ist divergent.

. . 1—4g" 1

lim S, = lim = ,

n—o0 n—oo 1 — q 1— q

d. h. (S,) ist konvergent mit dem Grenzwert 11
fir |q] > 1

(Sn) ist divergent.

q
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6. Grenzwerte und Stetigkeit

Grenzwerte von Funktionen
Stetigkeit
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Der Grenzwert einer Funktionen ist der zentrale Begriff der Analysis, auf dem
viele weitere wichtige Definitionen basieren, wie Stetigkeit, Differentiation und

Integration. Wir erweitern dazu den Grenzwertbegriff, den wir fir Folgen
eingeflihrt haben, nun auf Funktionen.
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Beispiel 6.1

Die Funktion 3

x> —4x

f =
(x) x+2

ist an der Stelle x = —2 nicht definiert: D = R\ {—2}. Untersucht man die
Funktionswerte in der Nahe der Definitionsliicke so erhalt man die folgenden
gerundeten Werte:

X ‘ -2.1 —2.01 —2.001 —2.0001 —-1.9999 -1.999 —-1.99 -19

f(x) ‘ 8.6100 8.0601 8.0060 8.0006 7.9994 7.9940 7.9401 7.4100




Beispiel 6.1

Die Funktion 3

x> —4x

f =
(x) x+2

ist an der Stelle x = —2 nicht definiert: D = R\ {—2}. Untersucht man die
Funktionswerte in der Nahe der Definitionsliicke so erhalt man die folgenden
gerundeten Werte:

X ‘ -2.1 —2.01 —2.001 —2.0001 —-1.9999 -—-1.999 —-1.99 -19

f(x) ‘ 8.6100 8.0601 8.0060 8.0006 7.9994 7.9940 7.9401 7.4100

Die Funktionswerte nahern sich demnach dem Wert 8 immer mehr an je
naher x an —2 riickt.



Beispiel 6.1

Die Funktion 3
x> —4x
f =
(x) x+2

ist an der Stelle x = —2 nicht definiert: D = R\ {—2}. Untersucht man die
Funktionswerte in der Nahe der Definitionsliicke so erhalt man die folgenden
gerundeten Werte:

X ‘ -2.1 —2.01 —2.001 —2.0001 —-1.9999 -—-1.999 —-1.99 -19

f(x) ‘ 8.6100 8.0601 8.0060 8.0006 7.9994 7.9940 7.9401 7.4100

Die Funktionswerte nahern sich demnach dem Wert 8 immer mehr an je

naher x an —2 riickt.

Fir diese Funktion kann man diese Annaherung auch formal zeigen, denn fiir

alle x € D gilt:

F(x) = x3 —4x _ x(x = 2)(x + 2)
X+ 2 X+ 2

=x(x—2)



Definition 6.2

Seien f eine Funktion und xp € R, so dass (xo — €, x0) U (x0, X0 + ) € Dy fiir

ein hinreichend kleines £ > 0. Wenn fiir beliebige Folgen (x,), die von links

oder rechts gegen xo konvergieren, die zugehorigen Funktionswerte gegen

einen Wert G streben, so heiBt G Grenzwert oder Limes von f fiir x gegen xg.
lim f(x)=G

X—rX0

BERGISCHE
UNIVERSITAT
WUPPERTAL
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Definition 6.2

Seien f eine Funktion und xp € R, so dass (xo — €, x0) U (x0, X0 + ) € Dy fiir

ein hinreichend kleines £ > 0. Wenn fiir beliebige Folgen (x,), die von links

oder rechts gegen xo konvergieren, die zugehorigen Funktionswerte gegen

einen Wert G streben, so heiBt G Grenzwert oder Limes von f fiir x gegen xg.
lim f(x)=G

X—rX0

— Die Bedingung (xo — €, x0) U (x0, X0 + €) C D¢ bedeutet, dass die
Funktion f in einer Umgebung von xqy definiert sein muss. Diese Umgebung
kann aber beliebig klein sein.

BERGISCHE
UNIVERSITAT
WUPPERTAL
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Definition 6.2

Betrachtet man nur Folgen, die sich von rechts bzw. von links an die Stelle xg
lim = Gg
x—xg

annahern, so spricht man von rechtsseitigem bzw. linksseitigem Grenzwert:

im =G,
X=Xy
dann gilt:

Stimmen rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert lberein, d.h. Gg = Gy,

leof(X)ZGz GRZGL
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Satz 6.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen)

lim

X*}X()(C ) f(X)> -

Seien f und h Funktionen mit den Grenzwerten limy_,, f(x) = G und
limy_x, h(x) = Gp und sei c € R eine Konstante, dann gilt

C'leof(x):C'Gf

«O>» «F» «

it
v

BERGISCHE
UNIVERSITAT

WUPPERTAL



Satz 6.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen)

Seien f und h Funktionen mit den Grenzwerten limy_,, f(x) = G und
limy_x, h(x) = Gp und sei ¢ € R eine Konstante, dann gilt:

lim (c~f(x)> =c- lim f(x)=c- G

X—rX0 X—rX0

lim (£(x) + h(x)) = Jim £(x) + lim h(x) = Gr + Gy

X—rX0

BERGISCHE
UNIVERSITAT
«O0>» «F» «E>» WUPPERTAL



Satz 6.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen)

Seien f und h Funktionen mit den Grenzwerten limy_,, f(x) = G und
limy_x, h(x) = Gp und sei ¢ € R eine Konstante, dann gilt:

lim (c~f(x)> =c- lim f(x)=c- G

X—rX0 X—rX0

lim (f(x) + h(x ) I|m f(x +X|i_>r1)1<0 h(x) = Gf + Gy

X—rX0

lim (f(x)—h )- lim f(x)— lim h(x) = Gf — Gp

X—X0 X—rX0 X—+X0
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Satz 6.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen)

Seien f und h Funktionen mit den Grenzwerten limy_,, f(x) = G und
limy_x, h(x) = Gp und sei ¢ € R eine Konstante, dann gilt:

XILn;()(c : f(x)) = c- lim f(x) =c- Gt

lim (f(x)+ h(x I|mf )+ lim h(x) = Gf + Gp
X—rX0

X—rX0

X—rX0 X—rX0 X—rX0

lim
X—rX0

(
lim (f(x)—h )— lim f(x)— lim h(x) = Gf — Gp
(

f(x) - h(x)) = Jlim £(x) - lim h(x) = Gt - Gy
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Satz 6.3 (Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen)

Seien f und h Funktionen mit den Grenzwerten limy_,,, f(x) = G und
limy_x, h(x) = Gp und sei ¢ € R eine Konstante, dann gilt:

XIQO(C : f(x)) = c- lim f(x) =c- Gt

lim (f(x)+ h(x I|mf )+ lim h(x) = Gf + Gp
X—rX0

X—rX0

X—X0 X—rX0 X—+X0

(
lim (f(x)—h )— lim f(x)— lim h(x) = Gf — Gp
( - h(x)) = lim £(x)- lim h(x) = G - Gy

lim f(x)
. f(X) X=X Gr
= = —, fall
A B(x) im AG) ~ Gy Gh 70
X—Xo
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Beispiel 6.4

Sei f die Signumfunktion,

1, x>0
f(x) =sgn(x) =40, x=0
-1, x<0

-1

Abbildung: Signumfunktion sgn(x)
(Beispiel 6.4)
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Beispiel 6.4

Sei f die Signumfunktion,

1, x>0
f(x) =sgn(x) =40, x=0 1
-1, x<0
Hier gilt: lim sgn(x) =1 2 -1 1 2
x—0F i
lim sgn(x) = —1
x—0~ -1
Rechts- und linksseitiger Grenzwert gegen
0 stimmen nicht Uberein, der Grenzwert
Iim0 sgn(x) existiert nicht.
X—

Abbildung: Signumfunktion sgn(x)
(Beispiel 6.4)

«O>» «F» «

BERGISCHE
UNIVERSITAT
>

WUPPERTAL



Definition 6.5 (Stetigkeit)

Ubereinstimmen.

lim f(x) =
Jm, ()

Seien f(x) eine Funktion und xo € D¢. f heiBt stetig in xp, wenn rechts- und

Xl_igz_ f(x) = f(x)

linksseitiger Grenzwert gegen xp existierten und mit dem Funktionswert f(xp)

Stetigheit

«O>» «F» «

BERGISCHE
UNIVERSITAT
>

WUPPERTAL



Definition 6.5 (Stetigkeit)

Seien f(x) eine Funktion und xo € D¢. f heiBt stetig in xp, wenn rechts- und
ibereinstimmen.

lim f(x)=

X*}XO

linksseitiger Grenzwert gegen xp existierten und mit dem Funktionswert f(xp)

lim f(x)=f(x)
x—)xo_
Man nennt f eine stetige Funktion, wenn sie in allen Punkten ihres
Definitionsbereichs stetig ist.

Stetigheit
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Definition 6.5 (Stetigkeit)

Seien f(x) eine Funktion und xo € D¢. f heiBt stetig in xp, wenn rechts- und
ibereinstimmen.

lim f(x)=

X*}XO

linksseitiger Grenzwert gegen xp existierten und mit dem Funktionswert f(xp)

lim f(x)=f(x)
x—)xo_
Man nennt f eine stetige Funktion, wenn sie in allen Punkten ihres
Definitionsbereichs stetig ist.

Stetigheit

— Die Graphen stetiger Funktionen enthalten keine Sprungstellen!
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Satz 6.6

Alle in Kapitel 4 vorgestellten Grundfunktionen (Potenzfunktionen,

Exponentialfunktionen, Logarithmen und trigonometrische Funktionen) sind
stetig auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen.

Stetigheit
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Satz 6.6

Alle in Kapitel 4 vorgestellten Grundfunktionen (Potenzfunktionen,
Exponentialfunktionen, Logarithmen und trigonometrische Funktionen) sind
stetig auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen.

Summen, Differenzen, Produkte, Quotienten und Verkettungen stetiger
Funktionen sind ebenfalls stetig auf ihren Definitionsbereichen.
Damit sind auch Polynome und gebrochen-rationale Funktionen stetig.

Stetigheit
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Beispiel 6.7

fx)=¢€, Dfr=R
gx) =+, Dg=RS

Beide Funktionen sind auf ihren Definitionsbereichen stetig. Somit ist die
verkettete Funktion

Stetigheit

(f 0 g)(x) = f(g(x)) = eV stetig fiir alle x € Dsog = RO
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Beispiel 6.8

x*—3x3-9x24+23x—12
x2+8x+ 15

f(x) =

Stetigkeit

Berechnen Sie lim_f(x).
x——3
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Beispiel 6.8

x*—3x3-9x24+23x—12
x2+8x+15

f(x) =

Stetigheit

Berechnen Sie lim_f(x).
x——3

Einsetzen in das Zahlerpolynom: (—3)* —3(—3)3 —9(—3)? +23(-3)—-12=0
Einsetzen in das Nennerpolynom: (—3)? 4+ 8(—3) + 15 =10
Sowohl der Zahler als auch der Nenner hat eine Nullstelle bei x = —3.
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Beispiel 6.8 (fort.)

Polynomdivision des Nenners:

(x> +8x+15): (x +3) =x+5
x?+43x
~ B5x+15
5x+15
0

Stetigkeit

— x?4+8x+15=(x+3) (x+5)
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Beispiel 6.8 (fort.)

Polynomdivision des Zahlers:

(x*—=3x3— 9x?24+23x—12) : (x +3) =x3 - 6x2+9x — 4

x*+3x3
6x3 — 9x2

—6x3—18x2
9x2 +23x

9x2+27x

— 4x—-12
— 4x—-12

0

D.h: x*—3x® —9x? +23x — 12 = (x +3) - (x> — 6x> + 9x — 4)

«O0>» «F» «E>»
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Beispiel 6.8 (fort.)

x*—3x3-9x2+23x—12

lim f(x)= lim
x——3 x——3 x24+8x+15 i
j (X F3) (¢ —6x2+9x—4)
—X~>73 (X+3)(X—|—5)
3 _ 2 _ B
_ o X T6X+9x—4 112
x—=3 x+5 2
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Beispie| 6.9

Siigieh




Beispiel 6.9

i A2 VR 24 V)
h lim

h(vVh+ 2 +/2)
h+2—2

hs0 WA +2+/2)
' h
flrino WAt 2+ v2)

. , 1
/lvino(\/m_i_ﬁ) -

Or <5 «




Beispiel 6.9 (fort.)

W N
ald

Stetigkeit

s
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Beispiel 6.9 (fort.)

lim VX+ _ i (VX = VX)Xt B+ V)
h—0 h—0 h(vVx + h++/X)
b x+h—x
TS h(VX T R+ V)
_ h
=/|v@0h(\/m+\/>_<)

. 1 1
Oy S BN




Beispiel 6.10

1681
|

Stetigheit
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Beispiel 6.10

. 16-81x* (44 9x)(4—9x)
lim ———— = lim
x—)% 3\/_— 2 x—>‘§‘ 3\/_— 2

i (449x)(2+3vx)(2 —3vx)
x4 —(2-3vx)
lim (—1)(4 +9x)(2 + 3Vx)=-8-4=-32
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