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Tutoriumsaufgaben
Hinweis: Aufgaben 1-3 wurden am 21.06. und Aufgaben 4-6 am 28.06. behandelt.
Aufgabe 1 (Satz iiber implizite Funktionen)

(a) Bestimmen Sie fiir festes 7 € R die Lésungen der Gleichung 22 + y% = r mit 2,y € R.
(b) Diskutieren Sie, ob man ye® — ze¥ = 0 nach z oder y auflésen kann.

(c) Wie lautet der Satz iiber implizite Funktionen und was ist seine geometrische Interpreta-
tion? Wie sieht er fiir die Spezialfille k = n und m = 1 aus? Wie fiir k = 1 und m = n?
(Siehe Notation in der Vorlesung.)

Aufgabe 2 (Satz iiber implizite Funktionen)
(a) Losen Sie die Gleichung y + 1 — zy — cos(y) = 0 nahe des Punktes (0,0) nach y = g(x)
auf und berechnen Sie ¢/(0). Kann man auch nach z auflésen?

(b) Untersuchen Sie die Auflosbarkeit des Gleichungssystems

fi(xy, x9,x3) := xi’ +x§’ —i—:ng —7=0

fo(x1, 22, 23) = 122 + X223 + T123+2 =0

nach x3, x3 nahe (2, —1,0). Berechnen Sie gegebenenfalls das Differential der auflésenden
Abbildung in 1 = 2. Was sind « und y in der Notation aus der Vorlesung? Kann man
auch nach anderen Variablen auflésen?

Aufgabe 3 (Umkehrsatz und Polarkoordinaten) Sei f: (0,00) x R — R? die Abbildung

f(r,p) := (rcosp,rsingp).

Zeigen Sie, dass f lokal invertierbar mit differenzierbarer Inverse ist. Ist sie injektiv? Auf wel-
chem Definitionsbereich ist sie injektiv? Was ist das Bild von f?

Aufgabe 4 (Satz iiber implizite Funktionen)

Sei eine m x (n 4+ m) Matrix A gegeben. Untersuchen Sie das Gleichungssystem Ax = 0
auf Auflésbarkeit. Wie verhilt sich dieses Resultat zusammen mit dem Satz iiber implizite
Funktionen?

Aufgabe 5 (Satz iiber implizite Funktionen) Nahe welcher Punkte und nach welchen Variablen
kann das Gleichungssystem z2 — y? = 0, y% — 22 = 0 aufgeldst werden?

Aufgabe 6 (Mengen und Satz iiber implizite Funktionen) Sei eine Kurve : R — R? durch
y(t) :== (1 + t2,43) gegeben.



(a) Zeigen Sie, dass {(z,y) € R? | (x — 1)3 — y? = 0} = |9] gilt.
(b) Zeigen Sie, dass die Kurve 7 nahe (2,1) nach y = g(x) aufgelost werden kann.
(c) Kann v nahe des Punktes (1,0) nach = oder y aufgelost werden?
Aufgabe 4 (Schrankensatz) Sei G C R” ein konvexes Gebiet und f: G — R" eine stetig diffe-

renzierbare Funktion mit || D f(z) — E,|| < 1 fiir alle z € G. Zeigen Sie, dass f bereits injektiv
ist.

Ubungsaufgaben

Abgabe: bis Freitag, 30.06., 10 Uhr

Aufgabe 1 (Satz iiber implizite Funktionen, 44343 Punkte)
Sei die Kurve v : R — R? definiert durch (t) := (t> — 1,¢t — t3).

(a) Zeigen Sie: die Spur der Kurve ist genau die Menge M = {(z,y) € R? : 4?2 —2?—23 = 0}.

(b) Untersuchen Sie, an welchen Stellen es eine Funktion g gibt, so dass die Kurve lokal in
der Form y = g(z) geschrieben werden kann.

(c) Untersuchen Sie, an welchen Stellen es eine Funktion g gibt, so dass die Kurve lokal in
der Form = = h(y) geschrieben werden kann.

Aufgabe 2 (Satz iiber implizite Funktionen, 743 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass das nichtlineare Gleichungssystem

x3 + cos(xsxy) = wgw1+1
sin(xs) = w2+ a4
in einer Umgebung des Punktes (0,—1,0,1) nach y = (y1,y2) = (x3,24) aufgeldst
werden kann. Berechnen Sie die Ableitungen

0y;

ZI0,~1), di,5=1,2.
8%( ), 4]

(b) Nach welchen Variablen kann man noch auflésen, indem man den Satz iiber implizite
Funktionen benutzt?

Aufgabe 3 (Lokale Umkehrbarkeit, 4+6 Punkte)
Sei die Abbildung f : R? — R? definiert durch f(x,y) = (2% — 32, 22y).

(a) Stellen Sie fest, an welchen Punkten diese Funktion eine lokale Inverse besitzt.

(b) Zeigen Sie, dass f surjektiv ist und jeder Punkt (z,y) € R?\ {(0,0)} genau zwei Urbild-
punkte hat.

Bemerkung: Teil (b) besagt, dass f nicht global umkehrbar ist. Der Umkehrsatz liefert also
zundchst nur Umkehrbarkeit in der Nihe eines Punktes. Wie miissen also die Bedingungen
an f und seinen Definitionsbereich geindert werden, damit man auch globale Umkehrbarkeit
erhdlt? Dieser Frage gehen wir in Aufgabe 4 nach.

Aufgabe 4 (Globale Umkehrbarkeit, 74+3 Punkte)

Hinweis: Die Punkte dieser Aufgabe zdhlen voll und sind keine Bonuspunkte. Es wird zukiinftig
keine Bonuspunkte mehr geben.



(a) Sei G C R™ offen und konvex, d.h. fiir je zwei Punkte a,b aus G liegt auch die Spur der
Verbindungsstrecke |7y4s| definiert durch ~v,,(t) := a(1 —t) 4+ bt, t € [0, 1], wieder ganz in
G. Sei ferner f: G — R" stetig differenzierbar und es gelte

D1fi(&1) ... Dnfi(&)
det : : : £0 YVé... 6 cG.

Zeigen Sie, dass dann f injektiv ist.

(b) Warum ist f aus Aufgabe 3 auf dem ersten Quadranten @ = {(x,y) : = > 0, y > 0}
injektiv ist? Zeigen Sie ferner, dass ) konvex ist.



