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Ubungen zur Analysis 2, SoSe 2017

Blatt 7

Tutoriumsaufgaben
Aufgabe 1 (Richtungsableitung)

(a) Bestimmen Sie die Richtungsableitung von f(x,y) := 2®sin(y) an der Stelle (4,7) in
Richtung (1,2).

(b) Definiere g: R? — R durch

g(a: y) = {xﬁ?; : (:Evy) # (0,0)

0 : sonst

Existiert die Richtungsableitung von g im Punkt (0,0) in Richtung (3,1)?

Aufgabe 2 (Mittelwertsatz) Sei U C R™ offen und sternformig (siehe Ubungsaufgabe 3b). Be-
weisen Sie folgende Aussagen:

(a) Seien f,g: U — R™ total differenzierbar mit Df(x) = Dg(z) fir alle z € U. Dann
existiert ein C € R™, so dass f = g+ C auf U gilt.

(b) Sei f: U — R™ total differenzierbar mit D f(x) = A € R™*™ fiir alle x € U. Dann ist f
bereits affin-linear.

Aufgabe 3 (Operatornorm) Sei || - ||: R™*" — R mit ||A]| := sup{|Az|: x € R", |z| < 1} die
Operatornorm. Fiir A € R™*" gelten folgende Aussagen:

(a) ||A]| = sup{|Az|: z € R", 2| = 1} = sup {% zeRYz # o}.
(b) |Ax| < ||A]l - |z| fur alle z € R™.
Ubungsaufgaben
Abgabe: bis Freitag, 16.06., 10 Uhr

Aufgabe 1 (Richtungsableitungen, 4+4 Punkte)

Sei f:R% — R und v € R2. Bestimmen Sie im Folgenden jeweils D, f(0,0) und Df(0,0) - .
Unter welchen Bedinungen an f sind beide gleich?

(a) f(z,y) = arctan(z — y?), v

Y
(6) fay) = { R } v=(21)

(3,4)

T,y



Aufgabe 2 (Richtungsableitung & Stetigkeit, 8 Punkte)
Sei f : R? — R definiert durch

2y £ 0
x, — I2+y4’ xz y#
f(a,y) { 0. oy =0

Zeigen Sie, dass alle Richtungsableitungen von f im Ursprung existieren, f dort aber nicht
stetig ist.

Aufgabe 3 (Mittelwertsatz, 44+6+4 Punkte)
Seien U C R” offen und f : U — R™ eine total differenzierbare Abbildung.

(a) Zeigen Sie: Ist n > m, so gibt es zu jedem zp € U einen Vektor v € R", v # 0, so dass
Df(xo)v =0 ist.

(b) Sei U sternférmig, d.h. U enthélt einen Punkt a, so dass fiir jedes b € U die Verbin-
dungsstrecke |Yap| = {Vap(t) :=a+t(b—a) | t € [0,1]} ganz in U enthalten ist.
Beweisen Sie: Ist D f(x) = 0 fiir alle x € U, so ist f eine konstante Abbildung.

(c) Seien g: R?® = R, g(x,y,2) := zyz, a = (1,1,0) und b = (0,1,1). Bestimmen Sie einen
Punkt £ € |yap| mit g(b) — g(a) = Dg(§)(b — a).

Aufgabe 4 (Taylor-Polynom, 545 Punkte)

(a) Sei f : R® — R definiert durch f(z,y,2) = f_gcy cos(z). Bestimmen Sie das dritte
Taylorpolynom T’y 3 von f im Ursprung.

(b) Bestimmen Sie das dritte Taylor-Polynom T} (1 o) 5 von g(z1,x2) = €*1*2 in (1,0).

Aufgabe 5* (Totale Differenzierbarkeit, keine Punkte)

Sei f:R"™ — R™ mit f(Az) = Af(x) fiir alle z € R™ und A € R. Zeigen Sie, dass f genau
dann total differenzierbar tiberall auf R™ ist, wenn f linear ist.

Hinweis: Berechnen Sie zunachst die partiellen Ableitungen D; f;(0),i=1,...,n,j =1,...,m,
und betrachten Sie fiir festes x = >_._, xyey, den Grenzwert

o £ (t2) = £(0) ~ DF(O) -t

t—0 |t1‘|

Lésung: Wir zeigen, dass f(z +y) = f(z) + f(y) gilt. Das ist dquivalent zu
n n n
f@) = O mie) =Y flwie)) =Y zif(er).
i=1 i=1 i=1
Klar ist, dass f(0) = 0 sein muss. Wir berechnen die partiellen Ableitungen der Komponenten

fj. Sei hierfiir e; der i-te Einheitsvektor. Dann gilt:

D,£;(0) = tim L) Z IOy R0

= filei).
Ist nun f total differenzierbar, so ist fiir z # 0 und x = > | z;e;:

t—0 \tx\




Fiir die j-te Komponente gilt dann:

fitz) — f(0) = Df;(0) -tz t(filx) — (filer), ..., fi(en)) - x)

= el =0 - ]
i B @) = fiers ot fi@) = Y i)
t—0 ] || =0 [t |z

Da lim; g ﬁ # 0, muss gelten:

Fi@) =" filwie) =0 (%)
=1

Daraus folgt die Linearitat.

Sei andererseits f linear. Wahlen wir A;; := fj(e;) und die letzte Gleichheit (). Dann konnen
wir mit dhnlichen Rechnungen wie oben auf die totale Differenzierbarkeit im Ursprung schlieBen.
Sei 7(x) = x — p fiir ein festes p € R".

Nach der Kettenregel ist dann f o 7 in p differenzierbar, da f in O differenzierbar, ¢ iiberall
differenzierbar und 7(p) = 0 sind. Andererseits ist

(for)(z) = flx—p)= f(x)— f(p)

in p differenzierbar, also erst recht f.



