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Blatt 1
Abgabe:

Do, 27.04.17, bis spatestens 8 Uhr in die Postfiacher der jeweiligen Ubungsleiter (sieche Home-
page).

Lernstrategien:

Besuchen Sie unbedingt das Tutorium, da dort Beispiele und Rechnungen vorgestellt und
Vorlesungsinhalte diskutiert werden, die lhnen beim Ldsen der Aufgaben helfen kdnnen.

Erstellen Sie einen Account auf www.studiport.de. Die dortigen Online-Kurse bilden die
Grundlagen der Mathematik, die Sie fiir das gesamte Studium unbedingt bendtigen. Das
Fehlen dieser Grundlagen war u.a. ein groBes Hindernis zum Losen der Klausuraufgaben.

Da zunehmend neben den Rechentechniken auch Verstiandnisfragen sowohl in den Ubun-
gen als auch der Klausur gestellt werden, hat das Durcharbeiten der Vorlesung oberste
Prioritat.

Wenn Definitionen genannt werden, lernen Sie sie auswendig und suchen Sie Beispiele
und Gegenbeispiele. Wenn Formeln vorgestellt werden, wenden Sie sie ggf. auf einfache
Beispiele an. Wenn wichtige Satze genannt werden, lernen Sie sie ebenfalls auswendig.

Stellen Sie sich Leitfragen, wozu der Satz gebraucht wird, was er bedeutet und wie er im
Kontext zum Gesamtinhalt steht. Was ist, wenn man die Voraussetzungen abschwacht?
Wie ist der rote Faden des Kapitels?

Aufgabe 1 (Wiederholung exp und log, 5x2 Punkte)

Beantworten Sie die folgenden Fragen, indem Sie im Analysis 1-Skript oder anderen Quellen
(mit Quellenangabe!) recherchieren. Begriinden Sie ggf. Ihre Antworten.

(a)
(b)

()

Wo ist der Unterschied zwischen exp(x) und e®, und wie hingen beide zusammen?

Wie sind log und log, fiir a > 07 (Aus der Schule sind Ihnen sicherlich In und lg bekannt.
Erkléren Sie beide Symbole.)
Vereinfachen Sie
log v/8 — log ¥/128
log 6

mit Hilfe der Logarithmengesetze und bringen Sie auf die Form clog, b mit a,b,c € R
und b,c > 0.

Was sind log(0) = li{% log(x), log(1), log(e) und li_)m log(x) und wieso?

Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen exp(—x) und log |x|. Wie lautet jeweils der
groBtmoglichen Definitionsbereichs und der Wertebereich?



Aufgabe 2 (Skalarprodukt — Norm — Metrik, 6+2+2+42+42 Punkte)

(a) Sei V. =C([a,b]) der Vektorraum der stetigen Funktionen f : [a,b] — R. Zeigen Sie, dass

b
(f.g) = / f(2)g(x) de

ein Skalarprodukt auf V definiert. Uberpriifen Sie hierfiihr die Eigenschaften in Kap. 1,
81, Satz 1 auf V statt R™.

(b) Erzeugen Sie mit Hilfe von Teil (a) eine Norm || - || und eine Metrik d auf V' = C([a, b]).

(c) Seien V' = C([0,1]) und fp(x) := 2™ fir m € N. Berechnen Sie mit der Metrik aus (b)
den Grenzwert

lim d(f,,0).

n—o0

(d) Bleiben die Eigenschaften des Skalarprodukts in Teil (a) erhalten, wenn man die Stetigkeit
durch Riemann-Integrierbarkeit ersetzt?

(e) Seien nun fiir f,g € C([0,1]) die Supremumsnorm

1fllj0,1) := sup{[f ()] : = € [0, 1]}
und die von ihr induzierte Metrik d*(f, g) := ||f — ¢|

[0,1] gegeben. Berechnen Sie

lim d*(f,,0)

n—oo

mit f,, aus Teil (c) und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem aus Teil (c).
Aufgabe 3 (Topologie: Hiille, Kern und Rand, 54342 Punkte)
(a) Seien B(a,r) := B"(a,r) :={zx € R" | |z —a| <r} und
A:=B(0,1)U (B(0,2)NnQ").
Berechnen Sie den Abschluss, den Kern und den Rand von A.

(b) Seien A C B C R™. Zeigen Sie, dass A° C B° und A C B. Gilt auch 9A C 9B ?
(c) Wie hingen (A)° und A° zusammen?

Aufgabe 4* (Riemann Integrierbarkeit, ohne Punkte)

Diese anspruchsvolle Aufgabe ist fiir Interessierte. Die folgende Aufgabe flieBt weder in die
Bepunktung ein noch wird sie in der Ubung vorgestellt. Die Losung wird allerdings hochgeladen.
Sie kénnen lhre Lésung trotzdem zur Uberpriifung abgeben.

Beweisen Sie, dass die Funktion f : [0, 1] — R definiert durch

0, fir z¢Q
fl@):==< L, fir =2 mitneZ meN,ggT (n,m)=1
1, fir z=0

Riemann-integrierbar ist. (Siehe auch Blatt 9, Analysis 1).

L6ésungen zu Aufgabe 4

Wir erinnern uns: f ist Riemann-integrierbar, wenn das Oberintegral gleich dem Unterintegral
ist. Dabei sind

b ,
/ f(a:)d:c—inf{/ o(x)dx : ¢ € Tla,b]l, ¢ > f}

a



und
b b
[ f@)dz=swnd [ p(@)ds o € rlad], 0 < 1,

wobei 7[a, b] die Menge der Treppenfunktionen auf [a, b] ist.

Wir vermuten, dass das Oberintegral und das Unterintegral beide verschwinden und f somit
integrierbar ist mit verschwindendem Integral (iiber [0, 1]).

b
Da f > 0 ist, gilt offensichtlich / f(x)dx > 0. Stets gilt auBerdem
*
a

/b S(@)da < /b " f(a) da.

b
*
Daher miissen wir nur noch / f(z)dx < 0 zeigen. Genauer zeigen wir, dass es zu jedem

a

g > 0 eine Treppenfunktion ¢ gibt, so dass ¢ > f und fol ¢(x) dx < e. Nach der Definition

bx
des Oberintegrals gilt dann [ f(z)dz < e. Da ¢ > 0 beliebig gewihlt wurde, folgt dann
by ¢
[ f(z)dz =0.
Wahle M € N mit 1/M < . Dann ist die Menge
{xe[O,l]:f(m)>1/M}:{%e[0,1]:0<m§M, 0<n<m)=A

endlich und besteht aus den Elementen 0 = zg < ...x2; = 1. Wir konstruieren nun die
Treppenfunktion

1, reEA
() ::{ 1/M, z€[0,1]\ A

1 l
1 1 1
Dann ist ¢ > f und es gilt / p(z)dr = g (g —xp—1) = —(1-0) = — <e.
0



