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Aufgabe 1 a) Seien a,b € C. Berechnen Sie die Laurentreihen von f(z) =
zZ—a

in den den Mengen
(i) A;b::{zeC:|z—b| < |a —b|}
(i) A,y :={2€C:la—b] < |z —0b[}
2

4z — 2
(z+1)(22—4)

b) Berechnen Sie die Laurentreihen von f(z) = in den Kreisringen

(i) {zeC:1< |z <2}
(i) {zeC:2< 2]}

(i) {reC:0< |z +1| <1}

Losung zu Aufgabe 1: a) Ist a = b, soist A}, = gund A, = C\{a}. f(z) = L

z—a

ist dann selbst schon die Laurentreihe von f um a auf C \ {a}. Im folgenden sei also
a # b.
(i) Ist [2=2| < 1, so gilt

1 1 1 I B s ) N O
z—a z—b+b—a b—a 1-2 b—a Z(a—b)j_ Z(a—b)j“‘
a— 7=0 7=0
(ii) Ist [%=2] < 1, so gilt
1 1 1 1 1 la=b X (a—0by
z—a z—-b+b—a z-0b 1—“;2_,2—?) Z(z—b)j_Z(z—b)j+1
z— 7=0 7=0
b) Partialbruchzerlegung liefert
4z — 22 _5/3 3 1/3

+1)(z2—4) 241 2+2 2z-2



(i) Fir z € {z € C: 1 < |2| < 2} gilt

11 1 1 & (1Y & (1Y
z4+1 2z 1+1/z =z Z 2J _Z 2t
7=0 7=0
1 1 1 1 — 2 =
242 2 14+2/2 2 Z(-2) < (-2)7
1 1 1 1 =2 N
P R pr R ED DL T D
7=0 7=0
Also
5= (—1)/ N I 2
f(z):§Z Sitl +3Z( 2)i+1 §Zgj+1
=0 =0 =0
= 5(=1) L K94 (—1)
= — 4+ - 2.
(ii) Fir z e {z € C: 2 < |2|} gilt
11 11 i(_l)j_i(_l)j
241 2 1+1/z =z 4 i e it
7=0 7=0
11 1 1 i(—z)j_i(—w
z4+2 2z 14+2/z 2z 4 7 e it
7=0 7=0
1 1 1 I 2 &2
el YA D B ED Dy
7=0 7=0
Also
5= (—1) (-2 1R Y
f(z>:§Z it _32 it +§Zzg+1
=0 =0 =0
=[5 1 1
— N[22yt = 3(—2y —QJfl}f
2[3( ) 3(=2) +3 2

(ili) Fir z € {z € C: 0 < |z + 1] < 1} gilt

11

241 z+1

N . D 11

z+2 (z+1)+1 =

1 1 1 1 1 «— z+1'
2—2_(2—1-1)—3:_5.1—3”;—1: 3 go -

M

o

=

(z+1)
3+




Also

5 1 > 1K (1)
f(z):§z+1_3z (-1 (= + 1) _52 31
j=0 j=0
5 1 > . 1 ,
=2 3 —1]“—.—} 1),
STt BT - ] G

Aufgabe 2 Bestimmen Sie jeweils die Art der Singularititen, Residuen und Haupt-
teile von

(i) 1-— ;)S(Z)
. 1
(ii) m

1
1z |+
(ili) e’/* + .

Losung zu Aufgabe 2: (i) Die Funktion fi(z) := I_CZ—O;(Z) hat eine isolierte Singu-
laritdt in zo = 0. Es ist

1-— cos(z) 1—3770(=1) (';j])! _ i(_l)jz _ i(_l)j—&-lz—%

22 22 (25)! pars (27 +2)!

Der Hauptteil von f; in 0 verschwindet, d.h. die Singularitat in zy = 0 ist hebbar,
und resy f = 0.

(ii) Die Funktion fy(z) := hat isolierte Singularitéten in zy =4 und zg = —1.

1 1

( 2+1)2
Zundchst betrachten wir die Singularitit zo = i. Da fo(z) = [EnHeE und da ——3 z+1)
in der Nahe von 2y, = ¢ holomorph ist, hat f; einen Pole zweiter é)rdnung in zg = 1.
Daher gilt fiir das Residuum

1 @t . d

1 1
(2 —1)!dz?1 z:i(z — ) = dz

z=1 (Z + 2)2 N (Z + 1)3 z=1

res; f2 =

Der Hauptteil von f5 in 2y =4 ist dann wegen

1 ! 2 .
a_1 = mm Z:Z[(Z — 1) f2(2)} = —i/4
1 d2—2 5
a_g = RN Z:Z,[(Z — i)’ fa2)] = 1/4
gerade = {)42 + Zr/f



Nun betrachten wir die Singularitit zo = —i. Alternativ zu obiger Vorgehensweise

fiir zg = ¢ argumentieren wir diesmal wie folgt: Fiir z nahe zg = —i gilt
1 1 1 IR TR ) i Z41i)
z—i (244 —2 2 1-FL 2 i)+’
? Jj=
Also gilt nahe nahe zy = —i
1 d 1 d = (z4+1) = (z+i)7 X+l i
G—0)?  dzz—i d: JZO 20+ ;J Qi)+ ]Zo CIREARR
nach dem Satz iiber Differenziation von Potenzreihen, oder alternativ
1 1 SN 1 =\ j
(z—i)2 z2—i z2—i ZZ §)E L (24) e ) :Z ]+22+Z
7=0 k:O ]=0
nach dem Satz iiber das Cauchyprodukt. Es folgt, dass
= Jj —1/4 i/ = Jj
f2(z)_(z+z (z —1)? ]z:; i)i+2 (e’ _(Z+Z z—l—z Z:; J+4 (e’
Daraus liest man sofort ab, dass der Hauptteil von f5 in zg = —¢ gerade Zi{ ;12 + Zi
lautet, dass fy in 2y = —i einen Pol zweiter Ordnung hat und dass res_; f2 =1i/4.

(iii) Die Funktion f3(z) := e'/* 4 1 hat eine isolierte Singularitét in zo = 0. Es gilt

o0

el/z+§:Z%z%+—_1+ +Z

7=0

Also lautet der Hauptteil von f3 in zg = 0 gerade ZJ 5 J ZJ, f3 hat in 2z = 0
eine wesentliche Singularitat und resg f3 = 2.

Aufgabe 3 a) Sei G C C ein Gebiet und sei {fx} eine Folge holomorpher Funk-
tionen f: G — C die kompakt gegen eine Funktion f: G — C konvergiert. Zeigen
Sie: Sind alle fj nullstellenfrei, so ist f nullstellenfrei oder f = 0.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen (gezihlt mit Vielfachheiten) folgender
Polynome in folgenden Mengen:

(i) 22 +524+2in{z€C:|z| > 1}

(i) 2"+ 52t +i22+2in {z € C:|z| <1}



Losung zu Aufgabe 3: a) Angenommen f #Z 0. Wir miissen zeigen, dass f
nullstellenfrei ist. Angenommen das ist nicht der Fall, so existiert ein 2y € G mit
f(z0) = 0. Da f # 0 gibt es nach dem Identitatssatz (siehe auch Aufgabe 3a von
Blatt 11) eine kleine Scheibe A := {z € C : |z — | < €}, so dass A C G und so
dass zy die einzige Nullstelle von f in A ist. Da A C G kompakt und 0 < |f| auf
OA ist, gibt es ein § > 0 so dass

d < |f(z)] fir alle z € OA.

Da A C G kompakt ist und f; auf G kompakt gegen f konvergiert, gibt es ferner
ein ky € N, so dass fiir alle k > kq gilt

|fu(2) — f(2)] < ¢ fiir alle z € OA.
Also
|fe(z) — f(2)] < |f(2)| fir alle z € 0A.

Nach dem Satz von Rouché folgt, dass f und fj in A gleich viele Nullstellen haben.
Aber per Annahme hat f eine Nullstelle in zg € A, wahrend f; in A nullstellenfrei
ist. Widerspruch.

b) Sei A := {z € C : |z] < 1}. (Im folgenden werden Nullstellen immer mit
Vielfachheiten gezihlt!)
(i) Sei f(z) := 5z und sei g(z) := 22* + 52 + 2. Dann gilt
|f(2)]=5 auf 0A
und
l9(2) — f(2)] = [22* + 2| < 22| +2 =4 auf A,
also

l9(2) = f(2)| < |f(2)] auf DA,

Da f und g holomorph sind, folgt aus dem Satz von Rouché, dass f und g gleich
viele Nullstellen in A haben. Da f offenbar genau eine Nullstelle in A hat, hat also
auch g genau eine Nullstelle in A. Da ferner g(z) > 5|z| — 2|2|* — 2 > 1 auf 9A,
folgt dass g auch auf A genau eine Nullstelle hat. Da aber g als Polynom 4. Grades
genau vier Nullstellen in C hat, folgt dass g genau 3 Nullstellen in C \ A hat.

(ii) Sei f(z) := 52* und sei g(z) := 27 + 52% +i2% + 2. Dann gilt
|f(2)]=5 auf 0A

und
19(2) — f(2)| = [2T +i2® + 2| < |2|" + |2} +2=4 auf A,

also

lg(z) — f(2)| < |f(2)] auf JA.

5



Da f und g holomorph sind, folgt aus dem Satz von Rouché, dass f und g gleich
viele Nullstellen in A haben. Da f offenbar genau vier Nullstelle in A hat, hat also
auch g genau vier Nullstelle in A.

Aufgabe 4 a) Berechnen Sie die folgenden Integrale:

Q) /0 T_cos@)

5 — 4 cos(t)
o[ dt
(ii) /0 m (a > [b])

b) Berechnen Sie die folgenden Integrale:
0 [
oo (2 1) (22 +4)
00 1,2
. d
(i) /0 62245

Losung zu Aufgabe 4: a) Sei A :={z€ C: |z| < 1}.

(i) Mit 2z = e’ ist cos(t) = 22— und cos(3t) = 242" dz = iz dt. Damit wird
27 234273 6
3t 1 — 1 1
/ Mdt:/,— 2 dz:—,/ * T dz
o D —4cos(t) an 125 —2(z 4 z71) 20 Jon 245 —2(z 4 z71))

1 / 20 +1 1 / 2 +1
2i Jon 23(—222 + 5z — 2) 4i Jon 22(2 — 5)(2 — 2)

z)

|

=94

In A besitzt der Integrand f(z) einen dreifachen Pol in z = 0 und einen einfachen Pol
in z = 1/2 und ist sonst holomorph. Die entsprechenden Residuen des Integranden
lauten

1 B! , 1 d 41 21

180/ = BTy g PR = 5@‘”(2 “Di-2 4
1 a1 25 +1 65
resiye f = (1—1)'dz11 z:o[(z —2)f(2)] = 23(z —2)l.=1 BENT)

Nach dem Residuensatz folgt

T cos(3t) 1 2mi (21 65 s
/0 5 dcost) 4 _Zi/aAf(z)dZ -5 (T n)=u



(i) Fiir b = 0 berechnet sich das Integral sofort zu 25. Sei nun b # 0. Mit z = ¢’
ist cos(t) = 22~ dz = iz dt. Damit wird

/QW dt _/ 1 dz _1/ z "
o (atbeos(t)?  Joaiz[a+ 5+ i Joa ez + 52+ 1)

4 / z d

= — z
7:62 OA [22 + 2%2’ + 1]2
4 z

_* dz.
2 2 2
ib 8A<z+%+\/‘g—§—><z+%— ‘;—5—)
=)
In A besitzt der Integrand f(z) wegen a > |b| einen zweifachen Pol in zy := -3+

\/ Z—; — 1 und ist sonst holomorph. Zur Vereinfachung der Notation setzen wir z; :=

-3 - \/Z_; — 1. Das Residuum von f in zy lautet dann
1 d271

d z
N —_ 2 —_— _—
reszo f n (2 — ].)' d22_1 z2=z0 [(z ZO) f(Z)] dZ z2=z0 (Z — 21)2
(2= 2)?—22(2 — =) z—z—2z At
(z — 21)* 2=z (z —21)3 la=2 (20 — 21)%
Wegen 2y + 21 = —%" und zg — 21 = 2@/2—5 — 1 ist also
a

res =

Nach dem Residuensatz folgt

o dt 4 g 4 2mia _ 2ma
/0 (a+bcos(t)? ﬁ/aA Uk 4b( —1)3/2 b3(% — 1)3/2
2ma
T @y

b) (i) Sei f(z) := m. Die Funktion f ist holomorph in einer offenen Umge-
bung der abgeschlossenen oberen Halbebene bis auf die endlich vielen Pole ¢ und 2i,
und diese Pole liegen nicht auf der reellen Achse. Ferner ist f eine rationale Funk-
tion mit der Figenschaft, dass der Nennergrad mindestens um zwei gréfer ist als der
Zahlergrad (d.h. es gilt lim, o 2f(z) = 0). Wir kénnen also den Residuenssatz zur

Berechnung des Integrals benutzen ffooo f(z) dx benutzen. Es gilt

1 d1 , 1 )
R (e MO ) g P [ |
1 vt . B 1 i
ressi f = (1 =)l dzt=1 =2 [z —201()] = (22 +1)(z 4 20) la=2i 12



Nach dem Residuensatz folgt

/OO da —27m'<—£+i>—i
oo (@2 1) (224 4) 6 12/ 6

(i) Sei f(z) = Z4+g;+5 = (ZQH”??ZQ%). Die Funktion f ist holomorph in einer
offenen Umgebung der abgeschlossenen oberen Halbebene bis auf die endlich vielen
Pole 7 und z'\/g, und diese Pole liegen nicht auf der reellen Achse. Ferner ist f eine
rationale Funktion mit der Eigenschaft, dass der Nennergrad mindestens um zwei
grofer ist als der Zahlergrad (d.h. es gilt lim, . 2f(z) = 0). Wir kénnen also den

Residuenssatz zur Berechnung des Integrals benutzen ffooo f(x) dx benutzen. Es gilt

22

1 4t
(1— 1)l dz1
1 4!
sl S

_le=f)] = (z +4)(22 +5)

[(z —ivVB)f(2)] = (2 + 1)(z +iv5)

res; | =
i f it

z=i\5 - ? ’

z=i\5

Nach dem Residuensatz folgt

o0 2 /i V5 T
[mﬁiaﬁrgz%4é—7?>:zwg—”

Da f eine gerade Funktion ist, folgt schlieflich

> x? 1 [ x? 7r
/0 z* + 62245 2/005B4+6[172+5 8(\/_ )



