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Aufgabe 1 Seien f, g : C \ {0} → C definiert durch

f(z) =
Re (z)

|z|
und g(z) =

Re (z)2Im (z)

|z|
Lassen sich f, g stetig auf ganz C fortsetzen?

Aufgabe 2 Sei M ⊂ C, M 6= ∅. Für z ∈ C definiere

d(z,M) := inf{|z − p| : p ∈M}.

a) Zeigen Sie die Ungleichung: |d(z,M)− d(z,M)| ≤ |z − w| für alle z, w ∈ C.

b) Folgern Sie, dass d( · ,M) stetig auf C ist.

c) Berechnen Sie d( · ,M) für den Fall M = {z ∈ C : |z − i| = 2}.

Aufgabe 3 Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) Die Menge D = {z ∈ C : |z − iz̄| < 1} ist zusammenhängend.

b) Ist G ⊂ C ein Gebiet und a ∈ G, so ist auch G \ {a} ein Gebiet.

c) Sei γ : [0, 1] → C eine stetige Kurve. Dann ist für jedes ε > 0 die Menge
γε := {z ∈ C : d(z, γ) < ε} zusammenhängend; hierbei bezeichnet d( · , γ) die
Abbildung aus Aufgabe 2 im Fall M = γ([0, 1]).

Aufgabe 4 a) Überprüfen Sie welche der folgenden Mengen zusammenhängend
sind:

(i) M1 = {z ∈ C : |z| = 1}.

(ii) M2 = Q×Q.

b) Sei M ⊂ C und sei f : M → C stetig. Untersuchen Sie die folgenden Aussagen
auf ihren Wahrheitsgehalt. Geben Sie jeweils einen Beweis oder ein Gegenbeispiel
an.

(i) M zusammenängend ⇒ f(M) zusammenängend.

(ii) f(M) zusammenängend ⇒ M zusammenängend.

Pro Aufgabe gibt es 12 Punkte.


