Funktionentheorie I SS06 Shcherbina/Fischer
2. Klausur 2. November

1) (a) Gegeben seien ein Gebiet G und eine auf diesem Gebiet definierte Logarithmusfunk-
tion log. Wir iiblich definieren wir fiir alle z € C und w € G die Potenz w* durch
w? := exp(zlog w). Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen.
i. Fiir alle w, z € G und ¢ € C gilt w¢- 2¢ = (w - 2)°.
ii. Fiir alle w € G und z, ¢ € C gilt w* - w* = w**<,
(b) Entwickeln Sie die Funktion

<
e = e+

im Punkt 0 in eine Laurentreihe, die im Kreisring A; 2(0) konvergiert.

2) (a) Nennen Sie die Cauchy-Abschéitzungen und zeigen Sie, wie man mit ihrer Hilfe den
Satz von Liouville beweist.

(b) Zeigen Sie, dass es keine Funktion f gibt, die auf ganz C holomorph und nichtkonstant
ist und fiir alle z die Abschéitzung

| Re f(2) — Im f(z)| <2

erfiillt.

(c) Zeigen Sie, dass jede Funktion f, die auf dem Einheitskreis holomorph ist und die
Beziehungen f(0) =1 und

2<|f(z)| <3 firalle |z|=1
erfiillt, im Einheitskreis auch eine Nullstelle hat.

3) (a) Gegeben seien ein stiickweise stetig differenzierbarer, geschlossener Weg v : [0,1] — C

und ein Punkt z € C\ |y|. Weiter sei der Weg ¥ : [0,1] — C gegeben durch %(t) := ¥(t).
Beweisen Sie die folgende Beziehung.

ind,(z) = —ind3(2)

(b) Finden Sie alle Paare reeller Zahlen (o, §) fiir die die folgende Gleichung erfiillt ist.

/ L f E dz
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4) (a) Gegeben sei eine Funktion f € O(C \ {0}), die in 0 einen Pol kter Ordnung hat.
Beweisen Sie, dass die Funktion f’ in 0 einen Pol der Ordnung &k + 1 hat.

(b) Bestimmen Sie die Typen aller Singularitéiten der folgenden Funktionen:

h(z) = zz-_ﬁz’ jagel = ezil’ )=z o (i)

sin(z)
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