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Aufgabe 1 (4 Punkte)

(a) Sei f : R2 → R gegeben durch

f(x, y) = yex
2 − xey2 .

Berechnen Sie die Richtungsableitung von f im Punkte (1, 1) in Richtung ξ = 1√
5
(1, 2).

Da die Funktion f unendlich of stetig differenzierbar ist, kann man diese Richtungs-
ableitung mit Hilfe des Gradienten berechnen. Der Gradient von f ist

∇f(x, y) =
(

2xyex
2 − ey2 , ex2 − 2xyey

2
)

und ∇f(1, 1) = (e,−e).

Dann ist
∂f

∂ξ
(1, 1) = < ∇f(1, 1), ξ >

=
1√
5
< (e,−e), (1, 2) >

= − e√
5

(b) Sei f : R2 \ {0} → R gegeben durch f(x) = log |x|. Berechnen Sie

∆f :=
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2

.

Es sind
∂f

∂xi
(x) =

xi
|x|2

und
∂2f

∂x2
i

(x) =
|x|2 − 2x2

i

|x|4
.

Daher ist

∆f(x) =
∂2f

∂x2
1

(x) +
∂2f

∂x2
2

(x) =
|x|2 − 2x2

1

|x|4
+
|x|2 − 2x2

2

|x|4
=

2|x|2 − 2(x2
1 + x2

2)
|x|4

= 0

Aufgabe 2 (4 Punkte) Sei f : R2 → R gegeben durch

f(x, y) = (x2 + 2y2)e−(x2+y2).

Bestimmen Sie die Maxima und Minima. Handelt es sich dabei um globale Extrema?

Man erhält folgende Ableitungen:

∂f

∂x
(x, y) = 2x(1− (x2 + 2y2))e−(x2+y2) = (2x− 2x3 − 4xy2)e−(x2+y2)

∂f

∂y
(x, y) = 2y(2− (x2 + 2y2))e−(x2+y2) = (4y − 2yx2 − 4y3)e−(x2+y2)

∂2f

∂x2
(x, y) = (2− 10x2 − 4y2 + 4x4 + 8x2y2)e−(x2+y2)

∂2f

∂x∂y
(x, y) = (−12xy + 4x3y + 8xy3)e−(x2+y2)

∂2f

∂y2
(x, y) = (4− 20y2 − 2x2 + 4y2x2 + 8y4)e−(x2+y2)



Die kritischen Punkte sind dann (0, 0), (0,±1) und (±1, 0). Für die Hesse-Matrizen ergibt
sich:

H(0, 0) =
(

2 0
0 4

)
In diesem Fall ist die Matrix positiv definit, und damit hat f in (0, 0) ein lokales Minimum
mit Wert f(0, 0) = 0. Das Minimum ist auch global, denn f(x, y) ≥ 0 für alle (x, y) ∈ R2.

H(0,±1) =
(
−2e−1 0

0 −8e−1

)
In diesem Fall ist die Matrix negativ definit, und damit hat f in (0,±1) ein lokales Ma-
ximum mit Wert f(0,±1) = 2e−1. Die Maxima sind auch global, denn f(x, y) → 0 für
|(x, y)| → ∞.

H(±1, 0) =
(
−4e−1 0

0 2e−1

)
In diesem Fall ist die Matrix indefinit, und damit hat f in (±1, 0) keine Extremstelle.

Aufgabe 3 (4 Punkte) Sei f : R3 → R gegeben durch f(x, y, z) = x2 + y + z.

Zeigen Sie, dass f auf der Einheitssphäre {x2 + y2 + z2 = 1} ein Minimum und ein Maxi-
mum besitzt und berechnen Sie diese.

Es ist mit g(x, y, z) := x2 + y2 + z2 − 1

∇f(x, y, z) = (2x, 1, 1) und ∇g(x, y, z) = (2x, 2y, 2z).

Da ∇g(x, y, z) = (2x, 2y, 2z) 6= 0 für (x, y, z) 6= 0, hat ∇g(x, y, z) vollen Rang 1 für
Punkte auf der Einheitssphäre. Somit ist der Satz über die Langrangeschen Multiplikatoren
anwendbar.

Da die Einheitssphäre kompakt ist, hat f dort ein Minimum und ein Maximum. Sei (x, y, z)
dieses Extremum. Dann gibt es einen Multiplikator λ mit

∇f(x, y, z) = λg(x, y, z) ⇔ (2x, 1, 1) = λ(2x, 2y, 2z).

Dies führt zum Gleichungssystem

2x− 2λx = 0 ⇔ x = 0 oder λ = 1
1− 2λy = 0
1− 2λz = 0

}
⇒ 2λ(y − z) ⇒ λ = 0 oder y = z

Der Fall λ = 0 tritt nicht ein wegen 1− 2λy = 0.

Fall: x = 0 und y = z.

Dann gilt mit der Nebenbedingung 2y2 = 1, also z = y = ± 1√
2
.

Als Funktionswerte erhält man

f

(
0,

1√
2
,

1√
2

)
=
√

2 und f

(
0,− 1√

2
,− 1√

2

)
= −
√

2.

Fall: λ = 1 und y = z.



Wegen 1− 2λy = 0 gilt z = y = 1
2 .

Mit der Nebenbedingung ist dann x2 = 1
2 , also x = ± 1√

2
.

Schließlich

f

(
± 1√

2
,
1
2
,
1
2

)
=

3
2
.

Die Funktion f erreicht also auf der Einheitssphäre Maxima bei (± 1√
2
, 1

2 ,
1
2) mit Maximum

3
2 und ein Minimum bei (0,− 1√

2
,− 1√

2
) mit Minimum −

√
2.

Aufgabe 4 (4 Punkte) Sei f : R2 → R2 gegeben durch f(x, y) = x2(cos y, sin y).

Bestimmen Sie die Menge aller Punkte (x, y) ∈ R2, in denen f lokal invertierbar ist.

Wir betrachten die Determinante der Jacobi-Matrix von f :

detDf(x, y) = det
(

2x cos y −x2 sin y
2x sin y x2 cos y

)
= 2x3(cos2 y + sin2 y) = 2x3 6= 0

für x 6= 0.

Also ist f nach dem Unkehrsatz invertierbar in der Nähe aller Punkte (x, y) ∈ R2 mit
x 6= 0.

Für (x, y) mit x = 0 ist die Funktion f nicht lokal invertierbar, da für jedes ε > 0 die
Punkte (− ε

2 , y), ( ε2 , y) in der Kugel um (0, y) mit Radius ε liegen, aber

f
(
−ε

2
, y
)

= f
(ε

2
, y
)
,

d.h. f ist in jeder noch so kleinen Umgebung um (0, y) nicht injektiv.

Aufgabe 5 (4 Punkte) Sei K := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}. Berechnen Sie∫
K
x2dxdy.

Es ist mit Polarkoordinaten∫
K
x2dxdy =

∫ 1

0

∫ π

−π
(r cosϕ)2rdϕdr

=
∫ 1

0
r3dr

∫ π

−π
cos2 ϕdϕ

=
1
4

∫ π

−π
cos2 ϕdϕ

=
1
4
π



Die letzte Gleichung gilt wegen:∫ π

−π
cos2 ϕdϕ =

∫ π

−π
cosϕ cosϕdϕ

= [cosϕ sinϕ]πϕ=−π︸ ︷︷ ︸
=0

+
∫ π

−π
sin2 ϕdϕ

=
∫ π

−π
(1− cos2 ϕ)dϕ

= 2π −
∫ π

−π
cos2 ϕdϕ

Also ist ∫ π

−π
cos2 ϕdϕ = π.

Alternativ dazu kann man versuchen, die Integration über eine rotationssymmetrische
Funktion zu erzwingen. Man beachte, das x2 als Funktion in den Variablen x und y nicht
rotationssymmetrisch ist, jedoch die die Funktion x2+y2.

Es ist mit Fubini:

2
∫
K
x2dxdy =

∫
K

(x2 + x2)dxdy

=
∫
K
x2dxdy +

∫
K
x2dxdy

=
∫
K
x2dxdy +

∫
K
y2dydx

Fubini=
∫
K
x2dxdy +

∫
K
y2dxdy

=
∫
K
x2 + y2dxdy

= 2π
∫ 1

0
r2 · r2−1dr

=
π

2
.

Aufgabe 6 (4 Punkte) Sei f ∈ L1(Rn). Zeigen Sie mit Hilfe des Lebesgueschen Konvergenz-
satzes:

lim
m→∞

∫
Rn

sin
(
|x|
m

)
cos (m|x|) f(x)dx = 0.

Da sin stetig und cos beschränkt ist, gilt

lim
m→∞

sin
(
|x|
m

)
cos (m|x|) f(x) = 0

für (fast) alle x ∈ Rn. Zudem ist∣∣∣∣sin( |x|m
)

cos (m|x|) f(x)
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣sin( |x|m

)∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤1

· |cos (m|x|)|︸ ︷︷ ︸
≤1

·|f(x)| ≤ |f(x)|

für alle x ∈ Rn. Da f ∈ L1, ist auch |f | ∈ L1, und somit ist |f | eine L1-Majorante für die

Funktionenfolge
(

sin
(
|x|
m

)
cos (m|x|) f(x)

)
m

. Daher ist nach dem Satz von Lebesgue

lim
m→∞

∫
Rn

sin
(
|x|
m

)
cos (m|x|) f(x)dx =

∫
Rn

lim
m→∞

sin
(
|x|
m

)
cos (m|x|) f(x)dx = 0


