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Aufgabe 1. Teil a)

i) Zu zeigen: fiir jede natiirliche Zahl n > 1 ist
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Dies wollen wir mit vollstdndiger Induktion iiber n machen.

Induktionsanfang, n = 1: Eigentlich ist klar, weswegen der Induktionsanfang gilt;
trotzdem wollen wir es formal aufschreiben:
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Induktionsschritt, n — 1 — n: Bei Aussagen mit Summen ist es meistens leicht zu
erkennen, wie man die Induktionsvoraussetzung benutzen kann; man kann ndmlich
die ersten Summanden dafiir verwenden.
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Unter Vorbehalt der Aufgabenstellung konnte man die Aussage auch ohne vollstan-
dige Induktion beweisen:
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ii) Sei m eine beliebige natiirliche Zahl. Wir zeigen mit vollsténdiger Induktion tiber

n: fiir jedes n > m ist
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Induktionsanfang, n = m: Dieser ergibt sich aus der Gleichung
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Induktionsschritt, n — 1 +— n:
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Aufgabe 1. Teil b)
Gegeben ist die Menge
(1) M:={neN:3">2n’}.

Ziel ist es, diese Menge moglichst einfach darzustellen. Dazu sehen wir uns zunéchst
an, wie sich der Wahrheitswert der Bedingung

3" > 2n3

fiir kleine n verhalt, um ein Gefiihl fiir die Menge zu bekommen. Ist diese Bedingung
erfiillt, so liegt das dazu passende Element n in der Menge M.

n 3" 2n® Wahrheitswert der Aussage 3" > 2n3
1 3 2 W
2 9 16 f
3 27 54 f
4 81 128 f
5 243 250 f
6 729 432 W
7 2187 686 w

Offenbar liegt die Vermutung nahe, dass die Aussage fiir alle n > 6 wahr wird und
das jeweilige n damit in der Menge liegt. Dies gilt es zu beweisen. Dazu verwenden
wir eine vollstdndige Induktion:

Zu zeigen:

(2) 3">2m% Vn>6.



Induktionsanfang: n =6
Damit folgt dann:

(3) 3" =3=729>432=2.6"=2n°
Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.

Induktionsschritt von n — n + 1:
Wir diirfen (miissen) die Gleichung

(4) 3" > 2n?
verwenden, um zu zeigen, dass
(5) 3"t > 2(n+1)°

gilt. Wir starten auf der linken Seite.

3n+1 3n

V

-2-n® (nach Voraussetzung)
- (n® +n® +n?)
- (n®+3n*+6n) (dan>6>3>1)
(0’ +3n° +3n+1)
S(n+1)°.
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Damit ist ist also
(6) 3 > 2. (n41)°

und damit die Behauptung aus Gleichung (2) bewiesen. Das bedeutet aber, dass alle
Elemente in M entweder 1 oder grofier gleich 6 (und aus N) sind. Damit gilt:

M = {neN:n=1Vn>6}

= {1}U{neN: n>6}
= N\ {2,3,4,5}



Aufgabe 2.
a) {reR:jz—1| =z —3|}

1. Fall z >3
lx — 1| = |z — 3|
<— r—1=2-3
= —1=-34
2. Fall t >1 A2 <3
2~ 1] = |z -3
<— r—-—1=3—2x
<— 2x =4
< T =
3. Fall z <1
|z — 1] = [z — 3]
<— l1l—-z=3—=x
— 1=34

Losungsmenge L = {2}
b) {reR:2*—x+10 > 16}

2 — x4+ 10 > 16

2 —-6>0

(x4+2)(x—3)>0
(x4+2>0)A(x—=3>0)V((r+2<0)A(z—3<0))
((x>=2)A(z>3)V(x<=2)A(x<3))

(x >3)V (r<-2)

11ty

Losungsmenge L = (—o0, —2) U (3, 00)

c) {reR:1+ >0}
Offenbar muss x # 1 gelten. Es bleiben zwei Félle zu betrachten:

1.Fall z > 1
1 1
— >0
2+1—x
= 1 1
1—=x 2
= 2<-1(1—-2x)
— 3<«x

L1=(1,00)N(3,00) = (3,00)



2.Fall z <1

Insgesamt ist somit:
Losungsmenge L = L1 UL2 = (—o0,1) U (3,00)
d) {reR:jz—1]4|z—2|>1}
1. Fall z > 2

oz — 1|+ |z —2| > 1

= (z-1)+(x—-2)>1
& 20>4
— T>2
L1 = (2,00)
2. Fall z > 1Nz <2
e —1]+]z—2|>1
= @-1)+@2-2)>1
— 1>1y
L2 ={}
3. Fall + <1
o — 1|+ |z —2| >1
= (l-z)+2—-2)>1
= 2>2
— 1>z
L3 = (—o0,1)

Insgesamt gilt nun:

Losungsmenge L = L1UL2UL3 = (—o00,1) U (2, 00)
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Losungsmenge 1L = {_5’ -3}



Aufgabe 3.

Teil a) Die symmetrische Differenz AA B ist kommutativ und assoziativ.
Die beiden Behauptungen sieht man folgendermafien ein.
Kommutativitit: Seien A und B zwei Mengen.

Esist z € AAB

< (Def. A) (z€eANx¢gB)V(xg ANz € B)

<= (Kommutativitit von A und V) (r € BAx € A)V(x € BNz € A)
< (Def. A) xz € BAA

Assoziativitat: Seien A, B und C' Mengen.

Esist z € (AAB)AC
<= (Def A) (€ AABANz & C) oder (x € AABAz € ()
< (Def A) ([reANxg BV g ANz € B]) ANz & C oder
“(rte ANz ¢B]Vzrg ANz e B) ANz el
<= (Distributivitdt von A und Vv, De Morgan, X V =X fiir Aussage X immer
erfiillt)
(xe AN gBANxgC)V(xg ANz € BNz ¢ C) oder
([t AVeze BNz e AVvagB) Nz el
<= (Distributivitdt von A und V, X A =X nie erfiillt, F'V X < X fiir eine falsche
Aussage F')
(e AN gBANxgC)V(eg ANz e BNz ¢ C) oder
([t ANz ¢ B]Vre BAzeA)ANxel
<= (Distributivitit von A und V)
r€EANxZgBANxgC)V (g ANz € BAx ¢ C) oder
(g AN gBANzeC)V(zre BNz e ANz e ()
<= (Kommutativitidt von A und V)
re€ANx g€ BANxgC)V(re ANz e BAx € C) oder
(xg ANz e BNz gC)V(xg AN g BAz e )
<= (Distributivitit von A und V)
re€AN(x g BNz g C|V[xe BAz e C]) oder
r€ AN(re BAx g C|V]x g BAx e C))
<= (Def. A, De Morgan)
(e AN—(xreBVaeClAN[zgBVzgC]))V(xrg ANz € BAC)
<= (Distributivitidt von A und V)
(xe AN—(xre BNz gClVxg BNz eC]) V(g ANz € BAC)
<= (Def. A) (x € AN=(x € BAC)V (z ¢ ANz € BAC)
< (Def. A) z € AA(BAC)



Zur Erinnerung: Die De Morganschen Regeln lauten
(X VY) & 2X AY,
sowie
—|(X/\Y) & =X VY

fiir zwei Aussagen X und Y.

Teil b)
= (AAB) N (BAC) N (CAA) = 0

Zum Beweis:

c(AAB)N(BAC)N(CAA)

<~ ((reANz ¢ B)V(r¢g ANz € B)) (Definition A)
AN(reBANxgC)V(r¢ Bhzel))
AN(zeCAhxgA)V(egCAhreA)

— (r€e ANz ¢B)AN(zeBANx¢gC)N(zeChax¢gA))

V(e ANz g B)N(x € BNz ¢ C)N(x ¢ C Nz € A))
V(e ANz ¢ B)AN(x¢ BANz e C)AN(zx € CANx ¢ A))
Viee ANz g B)AN(z ¢ BAz e C)AN(z ¢ C Nz € A))
V(x¢g ANzeB)AN(xe BNz ¢ C)N(x e C ANz ¢ A))
V(g ANz e B)AN(xe BANxz ¢ C)N(x ¢ C ANx € A))
V(rg ANzeB)AN(x¢ BAz e C)AN(x e C ANx ¢ A))
V(g ANz e B)AN(x¢ BAz e C)N(x ¢ C ANx € A))

Die zweite Aquivalenz entsteht durch mehrfaches Anwenden der Beziehung

(VO A(rVs)=@AT)V(PAS)V(gAT)V (gAs).

Da keine der Alternativen jemals wahr wird, ist die Beziehung immer falsch. Es gibt
also keine Elemente x, die in (AA B)N(BAC) N (C A A) liegen. Also gilt

(AAB)N(BAC)N(CAA) =0,



Aufgabe 4.

Teil a)

Behauptung: (A—-B)UB=A< BCA
Beweis: ,=*

Sei z € B.
=re€BVre(A—-B)=z¢c(A—- B)UB (= A nach Voraussetzung)
=zr€A

77<:“

,C“:Seix e (A—B)UB.
=r€(A-B)CA  z€BCA
=z€A

L, Seix e A
=z€(A-B) v z€B
=r€(A-B)UB

Teil b)
Behauptung : AUB=(A—-B)U(ANB)U(B—A)
Beweis:

,C“:Sel x € (AU B).

r€eA , z€B

= ((zreA A x¢B)y(reA A xz€B))y

(xeB A, ¢ Av(xeB A xe€A)

=(@x€eA o z¢B)xeA o ze€B)(xeB , z¢A
= (re(A-DB))(re (ANB))y(z e (B—A))
=r€(A-B)UANB)U(B—-A)

,DO:Seize(A-B)UANB)U(B—A).

= (re(A-B))(re(ANB))y(r € (B—-A))

=(@x€eA o z¢B)xeA o ze€B)(xeB , x¢A
=((xreA A, z¢BreA A z€B))

(xeB A ¢ Ay(reB , ze€l)

r€A , r€B

=z € (AUB)



