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Klausur Analysis I (WS 2010/2011)

mit Losungen

Aufgabe 1. (4444442 Punkte)
a) Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe Y (%)_k_l.
b) Uberpriifen Sie die Reihe >"°° ”Z—Q,n auf Konvergenz.
¢) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe y ;- . AKP3R R,

d) Geben Sie eine konvergente Reihe an, die nicht absolut konvergiert.

Losung.
a) Geometrische Reihe:
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b) Quotientenkriterium:
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= Die Reihe konvergiert.

c) Konvergenzradius = 1 mit Cauchy-Hadamard:

lim sup v/|ax| = lim sup Vi ( k\Z/E)E) V3=1
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d) Zum Beispiel die alternierende harmonische Reihe:
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Aufgabe 2. (9+4+8 Punkte)

e
Es sei g : R — R gegeben als g(x) ::{ r+1 fiir x <0,

exp(zlog(z)) fiir z > 0.
a) Zeigen Sie, dass g stetig aber nicht differenzierbar ist.

b) Zeigen Sie, dass g : R — R surjektiv ist.

¢) Bestimmen Sie alle Extrema der Funktion g (Beweis!).

Losung:
a) Fiir x # 0 ist g als Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbar und
daher auch stetig.

Um Stetigkeit im Punkt 0 zu untersuchen, betrachten wir zunéchst mit 1’'Hospital
unter Klarung der Voraussetzungen! (i.e. lim,\ o —logz = oo = lim,\ o 1/x):
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Somit ist g ist auch im Punkt 0 stetig, denn

limg(z) = 1,
limg(z) = limexp(-z)=1.

Fiir Differenzierbarkeit reicht es nicht, stetig differenzierbar zu {iberpriifen! Wir
miissen den Differenzenquotienten ansetzten und wieder mit der Regel von I'Hospital
den richtigen Grenzwert betrachten. Da dieser nicht existiert ist ¢ im Punkt 0 nicht
differenzierbar:

. g(x) = 9(0) _oglr) -1 .

9161{_% ~———o0 - :101{% e i%gl(ﬁ) = 3161{_% exp(a log(x)) (log(x) + 1),
existiert nicht wegen lim,\ o log(z) = —oo0.
b) Wegen lim, ., g(z) = 400 und lim, ., ., g(z) = —oc ist die Funktion g nach

dem Zwischenwertsatz surjektiv.

c) Wir berechnen die Ableitungen fiir x # 0:

! fir x <0,
g(x) = { exp(z log(l‘))(log([[]) + 1) fir x > 0.

) 0 fir z <0,
g'(x) = { exp(z log(z)) ((log(x) -+ 1)2 + %) fiir x > 0.



Fiir x # 0 gibt es daher nach dem notwendigen und hinreichenden Kriterium fiir
zweimal stetig differenzierbare Funktionen genau ein lokales Minimum bei z = 1/e:

Wegen exp(xlog(z)) > 0 ist ¢'(z) = 0 < log(z) = —1 < = = exp(—1) und ausser-
dem ist ¢"(z) > 0 fiir x > 0.

Dariiber hinaus besitzt g ein lokales Maximum bei z = 0, denn...
es ist g(0) = 1 und...

g(z) < 1fir x <0und ..

exp(zlog(z)) < 1 fiir 0 < z < 1, denn...

zlog(z) <0 fir0 <z < 1.

Aufgabe 3. (4 Punkte)

Bestimmen Sie die Taylorreihe der Funktion log(z) in einem beliebigen Punkt a > 0
und berechnen Sie den Konvergenzradius dieser Reihe.

Losung.
Ableitungen:
f(z) =log(z), f'(z) =27, f'(z) =272 f"(z) =223, ..
= W)= (=D E-1) a7k k>1.
Taylorreihe:
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Konvergenzradius mit Cauchy-Hadamard = a, denn

1
lim sup /|ax| = hmsup = =1/a.
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Aufgabe 4. (5+6 Punkte)
a) Berechnen Sie fi V4 — 22 dr.

b) Existiert das uneigentliche Integral f:{ ?2 tanx dx?

Losung.
a) Substitution z = 2sin(t), de = 2 cos(t)dt:

2 w/2
/ V4 —x? dr = 4/ cos?(t) dt
-2 —7/2
Partielle Integration mit u = sin(t), v’ = cos(t), v = cos(t), v = —sin(t):

/ cos?(t) dt = [sin(t) cos(t)]” +/ sin?(t)dt = [sin(t) cos(t) + 1]° — / cos?(t)dt,

unter Verwendung von sin? + cos? = 1. Umstellen:

b
2/ cos?(t)dt = [sin(t) cos(t) + t]z

Damit ergibt sich:
) 2
/ VA= a2 da = 2[sin(t) cos(t) + 1] = 2.
—2

b) Wegen tan(x) = sin(x)/ cos(x) sind beide Grenzen kritisch und der Ausdruck in
der Aufgabenstellung bedeutet:

/2 0 1)
/ tan(z)dr = lim tan(z)dr + lim tan(z)dz.
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Da cos(z) im Integrationsbereich positiv ist konnen wir logarithmische Integration
verwenden:

5 .
/0 Sm(x)dl‘ _ [log(cos(x))}gzlogCOS(5),
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Beide Grenzwerte limg /2 log cos(d) und lims\ /2 — log cos(—4) exitieren nicht und
damit existiert auch das uneigentliche Integral nicht.



