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Wichtige Hinweise:

1.

Tragen Sie in die obigen Felder Name, Vorname, Matrikelnummer, Studienfach
und Fachsemester ein.

. Aufler Schreibwerkzeug sind keinerlei weitere Hilfsmittel zugelassen.

Kontrollieren Sie Thre Klausur auf Vollstdndigkeit: Sie sollte aus 6 Aufgaben
bestehen.

Notieren Sie Thre Losungen und Losungswege jeweils unterhalb der Aufgabe
bzw. auf der folgenden Seite. Sollte der Platz nicht ausreichen, so stellt die
Klausuraufsicht zusatzliches Papier zur Verfiigung.

Bitte schreiben Sie in Threm eigenen Interesse leserlich und geben Sie einen
nachvollziehbaren Losungsweg an!

Schreiben Sie nicht mit Bleistift und nicht mit Rot.
Losen sie nicht die Klammerung der Klausur.

DIE KLAUSUR IST MIT 15 PUNKTEN BESTANDEN !!

Wir wiinschen viel Erfolg!



Aufgabe 1. (6 Punkte)
a) Betrachten Sie die Funktion f: R? — R mit f(z,y) := e™ sm(x + y) und den
Vektor ¢ = (% 75 f) Berechnen Sie die Richtungsableitung 2 5 L0, )

b) Betrachten Sie die Funktion f: (0,00) x R — R mit f(z,y) := log(z + 3?).
Bestimmen Sie das Taylorpolynom 2. Ordnung im Punkt (1,0).

a) Esist Vf(z,y) = ((ysin(z®+y)+2z cos(z?+y))e™, (x Sin(x +y)+cos(z?+y))e™),

also Vf(0,%) = (5,0). Da f total differenzierbar ist folgt (0 7)=Vf0,5)-{=
(5.0 ()" = %
b) Es ist
of 1 of 2y
5,0 Y) = L 8—y(x,y) Py
o0 f 1 0 f 2y 0 f 21 — 2>
@(W) - C(z+y2)? 8x8y(x’y) - C(x+y2)? 02 (z.9) = (x + y?)?

Also ist Vf(1,0) = (1,0) und Hf(1,0) = < 01 0) d.h.

= 1-50.0- (7))

N | —

T((x,y); (1,0)) = f(1,0)+vf(170).(37;1)+
3

1 1
= x—l—§(x—1)2+y2:—§+2x—§x2+y2.



Aufgabe 2. (6 Punkte) Betrachten Sie die Funktion f: R? — R mit

y) #(0,0)
0 , (z,y) = (0,0)

—~

Flay) = { (@ + 3PP T (@

a) Zeigen Sie, dass 2£(0,0) und 2—5(0, 0) existieren und berechnen Sie diese.
b) Zeigen Sie, dass g—i(x,y) und g—g(x,y) stetig auf ganz R? sind.

c) Zeigen Sie, dass f(z,y) fir (z,y) # (0,0) kein Extremum besitzt und dass in
(z,y) = (0,0) ein Minimum vorliegt.

a) Es gilt
_ 4,—1/h?
iy £ 0) = f(0,0) _ . hle —0
h—0 h h—0
und o
h—0 h h—0

also ist f partiell differenzierbar in (0,0) mit verschwindenden partiellen Ableitun-
gen.

b) Fiir (z,y) # (0,0) ist

9, 10 .
a_£($’ y) = [4x(z® + %) + 2] e” 77, a—g(x, y) = [4y(a® +y?) + 2y|e” =7,
Daher ist
. of . 1 of
1 == = 1 4a(2® +y?) + 2x]e #+% = 0= -=(0,0
(00)-(00) O (z.9) (00)(00) [4o(a® +y7) + 20 8:::( /0);
: of . S of
lim ——(z,y)= lim [4y(a® +y?) +2yle =7 =0 = —-2(0,0),
(z,y)—(0,0) ﬁy( v) (z,y)—(0,0) [ y v) y] 33/( )

d.h. die partiellen Ableitungen sind stetig in (0,0). Die Stetigkeit in R?\ {(0,0)} ist
klar.

c) Es ist %(m,y) # 0 falls x # 0 und g—g(x,y) # 0 falls y # 0, d.h. Vf(z,y) #
(0,0) falls (x,y) # (0,0). Also hat f keine kritischen Punkte und damit keine
Extremstellen in R? \ {(0,0)}. Da fir (x,y) # (0,0) gilt f(z,y) > 0 = f(0,0), ist
(0,0) ein Minimum von f.



Aufgabe 3. (4 Punkte) Bestimmen Sie alle Extremwerte der Funktion f: R? —
R, f(z,y) := z +y, auf dem Einheitskreis {(z,y) € R? : 22 + ¢y*> = 1}.

Es ist Vg(x,y) = (2z,2y) # (0,0) auf {2? + y* = 1}, also ist die Multiplika-
torenregel von Lagrange anwendbar. Der Ansatz V f(z,y) = AVg(z,y) filhrt auf
das Gleichungssystem

1=2\x
1=2\y

Quadrieren und anschliefendes addieren der Gleichungen liefert unter Verwendung
der Nebenbedinung 22 + y? = 1, dass 2 = 4\2(2? + %) = 4)%, d.h. A\ = £1/V2.
Einsetzen in das Gleichungssystem liefert die moglichen Extremstellen (1/v/2,1/1/2)

und (—1/v/2,-1/v2).

Es bleibt zu iiberpriifen ob tatsdchlich Extremstellen vorliegen. Da f stetig
und {z? + y? = 1} kompakt ist, nimmt f sowohl ein Minimum als auch ein Max-
imum unter der Nebenbedingung 22 + 3> = 1 an. Da f(—1/v2,-1/V2) = —v/2
und f(1/v/2,1/v/2) = /2, folgt dass (—1/v/2, —1/v/2) das einzige Minimum und
(1/v/2,1/+/2) das einzige Maximum von f auf {22 + y* = 1} ist.



Aufgabe 4. (4 Punkte) Sei B := {(x,y) € R?: 2%+ y* < 1}. Berechnen Sie

I:= / (2% + 3?) cos[g(zc2 +9)?] dxdy .
B

Unter Verwendung von Polarkoordinaten ergibt sich

1 2m T 1 T m
I = / / r? cos[5rr dpdr = 27/ r?cos[Srt] dr = sin[Srf),_p = 1.
o Jo 2 0 2 2



Aufgabe 5. (4 Punkte) Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem
y =", y(0) = —yo.

fir jedes yo > 0 genau eine Losung y = y(x) besitzt, die fiir alle x € R existiert.
Bestimmen Sie diese!

EXISTENZ. Ist 3o = 0 so ist y = 0 eine triviale Losung des obigen AWP. Falls 1y # 0
so konnen wir annehmen, dass y nullstellenfrei ist und es folgt

o [ G [
1 4

= —M:%JrC

= M@——%io

Tat 1
T+

EINDEUTIGKEIT. Da |23(y; +v2)| aus Stetigkeitsgriinden auf der kompakten Menge

{(z,y1,92) € R® : x € [-N,N|, y1,92 € [yo — N,yo + N]} durch eine Konstante
Ky > 0 nach oben beschréankt ist, erfiillt die rechte Seite der obigen DGL wegen

2%yt — 2ys| = o (y1 + y2) (1 — vo)| < Ky — oo
auf jedem Rechteck [—N, N] X [yo — N, yo + N] eine Lipschitzbedingung in y. Da

hier N > 0 beliebig ist liefert der lokale Existenz- und Eindeutigkeitssatz die Ein-
deutigkeit der Losungen.



Aufgabe 6. (6 Punkte) Losen Sie das Anfangswertproblem

y = 32%y, y(0) =1
a) durch Separation der Variablen,

b) mit Hilfe des Picardschen Iterationsverfahrens.

a) Wegen y(0) = 1 # 0 kénnen wir annehmen, dass y nullstellfrei ist. Man rechnet

y'(x) = 32*y(x)

y'(x) — 32
MO

’ y’(t) _ ¢ 2
= /on(t)dt—/zo?)t dt
= logly(z)| = 2* + Oy (C1 € R)
= |y(x)| = Coe™  (Cy € (0,00))
=y = e (G eR\{0)).

3

Die Bedinung y(0) = 1 liefert C5 = 1, d.h. die gesuchte Losung lautet y(z) = e* .

b) Die ersten Picard-Lindelof-Iterierten lauten

y(o)(x) =1,
3/(1)(93)=1+/ 3t2dt:1+x3:1+ﬁ’
0 !
‘ 6 3 312
y(Q)(x):H/(3t2+3t5)dt:1+x3+%:1+%+(xm)
0 | |

Damit errdt man den allgemeinen Ansatz

In der Tat gilt

z E o ri3yg k T 43542 ko 33+1)
(k+1) _ 2 (t°) _ t _ z
y (x)—1+/ 3t —dt =1+ /3 — =1+
0 ; J! ; o J! ; G+ 1)
K+l gvi o kDl o gyg
e SR
=1 =0 J

Also lautet die Losung des AWP y(z) = limy_.oo y® (2) = €*’.



