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Wichtige Hinweise:

1.

Tragen Sie in die obigen Felder Name, Vorname, Matrikelnummer, Studienfach
und Fachsemester ein.

. Aufler Schreibwerkzeug sind keinerlei weitere Hilfsmittel zugelassen.

Kontrollieren Sie Thre Klausur auf Vollstdndigkeit: Sie sollte aus 6 Aufgaben
bestehen.

Notieren Sie Thre Losungen und Losungswege jeweils unterhalb der Aufgabe
bzw. auf der folgenden Seite. Sollte der Platz nicht ausreichen, so stellt die
Klausuraufsicht zusatzliches Papier zur Verfiigung.

Bitte schreiben Sie in Threm eigenen Interesse leserlich und geben Sie einen
nachvollziehbaren Losungsweg an!

Schreiben Sie nicht mit Bleistift und nicht mit Rot.
Losen sie nicht die Klammerung der Klausur.

DIE KLAUSUR IST MIT 15 PUNKTEN BESTANDEN !!

Wir wiinschen viel Erfolg!



Aufgabe 1. (4 Punkte) Betrachten Sie die Funktion f: R? — R mit

33

._ ﬁ: (%,y) 7£ (070)
f”””‘{ 0" L () = (0,0)

a) Zeigen Sie, dass %(O, 0) und %(0, 0) existieren und berechnen Sie diese.
z Yy

b) Zeigen Sie, dass f total differenzierbar in (0, 0) ist.

a) Es gilt
h—0 h h—0 h
und 0,h 0,0 0
h—0 h h—0 h

also ist f partiell differenzierbar in (0, 0) mit verschwindenen partiellen Ableitungen.

b) Falls f in

(0,0) total differenzierbar ist, muss sein Differenzial also durch die
Matrix Df(0,0) =

(0,0) beschrieben werden. Da

h
f) =100 =00 () L O
[CR] T~ () ) iaon

w3t

ist f total differenzierbar in (0,0).



Aufgabe 2. (6 Punkte) Betrachten Sie die Funktion f: R? — R mit f(z,y) = xy.
a) Zeigen Sie, dass f kein Extremum auf {(z,y) € R? : 2% + y* < 1} besitzt.

b) Zeigen Sie, dass f auf {(z,y) € R?* : 22 4+ y* = 1} jeweils ein Maximum und ein
Minimum annimmt und berechnen Sie diese.

a) Es ist Vf(z,y) = (y,x), also Vf(z,y) = (0,0) & (z,y) = (0,0). Es ist aber

H(0,0) = ((1) (1)), also det H(0,0) = —1 und damit (0,0) ein Sattelpunkt. Also
nimmt f keine Extremstellen in {2? + y? < 1} an.

b) Es ist Vg(z,y) = (22,2y) # (0,0) auf {22 + y? = 1}, also ist die Multiplika-
torenregel von Lagrange anwendbar. Der Ansatz V f(z,y) = AVg(z,y) fithrt auf
das Gleichungssystem

y =2\x
T =2\y

Es treten zwei Féalle auf:

1. FALL: x # y. Dann ist (y —2) =2\ (z —y) = A = —1/2 Az = —y. Einsetzen
in die Nebenbedingung % + y? = 1 liefert 222 = 1 = 2 = +1/V2 = (z,y) =

V2 =1V V (5,9) = (—1/V3 1/v2).
2. FALL: x = y. Dann ist A = 1/2. Einsetzen in die Nebenbedingung z* + 3* = 1

liefert 222 = 1 = v = +£1/v2 = (2,9) = (1/vV2,1/V2)V(z,y) = (—1/v/2,—1//2).

Es bleibt zu iiberpriifen ob tatsachlich Extremstellen vorliegen. Da f stetig und
{z* + y* = 1} kompakt ist, nimmt f sowohl ein Minimum als auch ein Maximum
unter der Nebenbedingung 22+y? = 1 an. Da f(1/v/2, —1/v/2) = f(—1/v2,1//2) =
—1/2 und f(1/v/2,1/v/2) = f(=1/v2,—1/v/2) = 1/2, sind die Punkte aus Fall 1

die einzigen Minima und die Punkte aus Fall 2 die einzigen Maxima.



Aufgabe 3. (6 Punkte)

a) Betrachten Sie die Abbildung f: R? — R? mit f(z,y) = (e®cosy,e®siny).
Zeigen Sie, dass f in jedem Punkt von R? lokal invertierbar ist, und iiberpriifen Sie,
ob f global invertierbar ist.

b) Zeigen Sie, dass sich die Gleichung y+1— a2y —cosy =0 in der Ndhe des
Punktes a = (0,0) in der Form y = g(x) aufldsen ldsst und berechnen Sie ¢'(0).

e“cosy —e’siny
e*siny e*cosy
nach dem Umkehrsatz in jedem Punkt von R? lokal invertierbar. Da z.B. f(0,0) =
f(0,2m), ist f nicht injektiv, also nicht global invertierbar.

a) Es ist det Df(x,y) = = e* # 0 V(z,y) € R? also ist f

b) Fir f(x,y) :=y+1—zy—cosyist Vf(z,y) = (—y,1 — x +siny). Insbesondere
ist (0f/0y)(0,0) = 1 # 0, d.h. die Gleichung f = 0 ldsst sich nach dem Satz

tiber implizite Funktionen nahe (0,0) in der Form y = ¢(z) auflésen, und es ist

g'(0) = =[(9f/9y)(0,0)]7" - (9f/9x)(0,0) = =1-0 =0.



Aufgabe 4. (4 Punkte) Sei B := {(x,y) € R?: 2%+ y* < 1}. Berechnen Sie

I ::/|(y|e(:'32+3’2)3/2 dxdy .
B

(Hinweis: Betrachten Sie separat die Teile fiir y > 0 und y < 0.)

Schreibe BT := {(z,y) € R? : 2% + y* < 1, y > 0}. Dann ist mit Polarkoordinaten

1 ™
I = 2/ ye(x2+y2)3/2 drdy = 2/ / 7 singoeT?’ dedr
B+ 0o Jo

1 1

4
_ / 27"2 er3[_ cos SO];:O dr = / 47"2 67'3 dr = [567'3]71‘:0
0 0

= g(e —1).



Aufgabe 5. (4 Punkte) Bestimmen Sie die Losung y = y(z) des Anfangswert-
problems
y'=e", y(0)=0.

Fiir welche x existiert die Losung?

Es gilt
y'(a) = v
yley(w) -1

=

= / y'(t)e!™ dt = / 1dt
x0 Zo

=

V) =g 4 C
= y(x)=In(z+C).

Die Bedingung y(0) = 0 liefert C' = 1, also lautet die gesuchte Losung
y(x) =In(z +1).

Die Losung existiert fiir x € (—1, 00).



Aufgabe 6. (6 Punkte) Losen Sie das Anfangswertproblem

y =2y—2 y(0)=2
a) mit Hilfe des Losungsverfahrens fiir lineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung,

b) mit Hilfe des Picardschen Iterationsverfahrens. (Hinweis: Vergleichen Sie die
ersten Picard-Iterierten mit den ersten Termen der Exponentialreihe.)

a) (I) ALLGEMEINE LOSUNG DER HOMOGENEN DGL. Ist y nullstellenfrei so rechnet
man

y'(z) = 2y(x)
y'(z)
M) =2
= /xo y(t>dt_/102dt
= logly(z)| =2z + C4 (Cy €R)
= Jy(x)| = Cee®  (Ch € (0,00))
L0 yx) = e (Cy e R\ {0)).

Zusammen mit der trivialen Losung y = 0 ergibt sich die allgemeine Losung der
homogenen DGL zu y(x) = Ce**, C € R.

(IT) SPEZIELLE LOSUNG DER INHOMOGENEN DGL. Einsetzen des Ansatzes y(z) =
C(x)e* in die inhomogene DGL liefert

Y (z) =2y(x) — 2

= (O'(2)e* + 20( et = 2C (z)e** — 2
= (C'(r)=—-2e*
= (Cx)= 6_2”.

Also ist y,(z) = e7*€* =1 eine Losung der inhomogenen DGL.

(IIT) LOSEN DES AWP. Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL lautet y(z) =
1+ Ce?**, C € R. Die Anfangsbedingung y(0) = 2 liefert C = 1, also lautet die
gesuchte Losung y(z) = 1 + €*.

b) Die ersten Picard-Lindelof-Iterierten lauten
yO(z)=2=1+1

v 2
y(l)(x):2+/ 2dt:2+2x:1+<1+1—3f>
0 .

y(2)(x)=2+/ (2+4t),dt:2+2x+zx2:1+<1+1_9'3+(;’5) )
0



Damit errat man den allgemeinen Ansatz

k .

k) (o (2z)’

y(r) =1+ E s
=0

In der Tat gilt

z kK j k +1 k+1 j
(k1) _ @y, (22) (22)
Yy (x)—2+/2 —dt =2+ : =2+
0 ; J! ;(JH)' = 7
k+1
27)J
B z;)
=

Also lautet die Losung des AWP () = limy_oo y® (z) = 1 4 %2,




